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Cuốn sách Bồi dưỡng Toán Hình học 10 này được biên 
soạn nhằm mục đích hỗ trợ cho các bạn học sinh tự rèn 
luyện thêm sau khi nắm vững các kiến thức và bài tập 
căn bản ở SGK. Vì lẽ đó, mặc dù thứ tự các chương giống 
với SGK (2006), nhưng các mục và tiểu mục đôi khi được 
gộp lại, hoặc bỏ qua vì xét thấy không cần thiết. Đặc biệt, 
chương ba dải nhất, bởi nó là sự tích hợp các kiến thức 
trước đó, và một khi đã có nhiều kiến thức được chuẩn bị 
trước đó, thì các vấn đề mở rộng, các bài tập nâng cao sẽ 
phong phú hơn... 


Những người biên soạn hi vọng các bạn tìm thấy một đôi 
điều bể ích khi sử dụng sách này. Cuốn sách có thể còn 
nhiều thiếu sót về cả nội dung lẫn hình thức, và nhóm 
biên soạn chân thành cảm ơn vì những góp ý có thể có của 
các bạn trong tương lai. 


Những người biên soạn 


__ TRẦN BÁ HÀ 
NGUYÊN SINH NGUYÊN 
NGUYỄN VĂN NHO 

LÊ HOÀNH PHỎ 
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§1. 


1:4, 


VECTƠ 


CỘNG, TRỪ VECTƠ, NHÂN VECTƠ VỚI MỘT SỐ 
Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


TNếu vectơ có điểm đầu là M và điểm cuối là N thì ta kí hiệu vectơ đó 
là MN. Veetơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau được gọi là øeet- 
hông, kí hiệu là 0. Độ dài của AB là khoảng cách giữa hai điễm A 
và B. Độ dài của vectơ a được kí hiệu là |a |. Như vậy, ta có |Ũ|= 0 
Hai vectơ tơ được gọi là cùng phương nếu chúng nằm trên hai đường 
thẳng song song, hoặc cùng nằm trên một đường thẳng. Nếu hai 
vectơ cùng phương thì hoặc chúng cùng hướng, hoặc chúng ngược 
hướng. Người ta quy ước: Vectd-không cùng phương và cùng hướng 
với mọi vectd. 

Hai vectd a và b được gọi là bằng nhau, kí hiệu a =b,nếu chúng 
cùng hướng và cùng độ dài. 

Cho hai vectơ a và b. Từ một điểm A nào đó ta vẽ AB=a, rồi từ 
điểm B vẽ tiếp BC =b. Khi đó, AC được gọi là tổng của hai ueetd a 
và b. Kí hiệu: AC= a+b. 

Vectơ dối của vectd a #0 là vectd ngược hướng với vectở a và có 
cùng độ dài với vectơ a. Vectơ đối của vectd Ú là vectơ 0. 

Hiệu của hai vectơ là tổng của vectơ thứ nhất với vectơ đối của vectơ 
thứ hai. 

Tích của vectơ a với số thực k là một vectơ, kí hiệu là kã „ được xác 
định như sau: 

a) Nếu k> 0 thì vectơ ka cùng hướng với vectơ a. 

Nếu k <0 thì vectơ ka ngược hướng với vectở a. 


SÀ 


b) Độ dài vectø ka bằng Ikl lần độ dài vecte ở: 
Ikal=Ikl.Lửil, 

Tính chát: Về mặt hình thức, các phép toần cộng, trừ vectø và nhiên 
vectơd với một số vô hướng có những tính chất giống như các phép 
toán cộng, trừ và nhàn các số thực đả biết: 

a +b=b+a 

ta + bi+c =a+(tB+e) 

a+0x=a 

ktha)=(kh)a 

t§+h)a =ka +ha 

kia + chị =kủ +kh. 

1,a=a ;( la =-a D 

0a =ÓÙ š k.0 =0. 
Một số hét qua thường được uận dụng trong giải toán: 
Nếu M]à trung điểm NP thì MN + PÑ = 0. 
Với bất kì ba điểm M, N, P ta luôn luôn có MN + NB = MP. Mö 
rộng ra, với n điểm bất kì Ai, As..... A„ ta luôn có 

AIA2 +23 +... +Ấn Ân +An Ân EAIAn- 

Nếu OABC là hình bình hành thì ta có OA+OC=OB (Quy đéc 
đường chéo hình bình hành). 
Nếu MN là một vectø đã cho, thì với điểm O bất kì ta luôn có :ttẻ 
viết: MN =ON -OM. 
Vectø b cùng phương với vectơ a (khác 0) khi và chỉ khi tỏn tại siố k 


sao cho b = ka. 

Để ba điểm phân biệt A, B, Ơ thẳng hàng, điều kiện cần và đủ là -ẫn 
tại số k sao cho AB = kAC. 

Điều kiện cần vả đủ để C là trung điểm AB là AB=2AC. 

Cho hai vectơ không cùng phương a và b. Khi đó mọi veetd x cđủu 
có thê biêu thì mót cách duy nhất qua hai vectơ a và b. Nghĩa làu tó 
duy nhất cặp só m và n sao cho x=ma + nh. 

G là trọng tâm tam giác AI khi và chỉ khi 


GA+GB+ÚC =0. 


°«Ò Nếu l là điểm bất kì và G là trong tâm tam giác ABC thì 


3GI = AIl+BI+Cl, hay 3G =1Ä + 3+ 1C. 


®« — Diều kiện cần và đú đề hai tam giác ABC và ABC" có trong tàm tâm 


trùng nhau là AAl+BBR+CC' = 0. 


Ching mình. Giá sử G và G' lẫn Tượt là trong tâm tầm giác ABC và 


ABC VIG' là trọng tâm tam giác AC nên: 
3GG'=GA'+GB'+GC' 
= GA+AA'+GB+IBÌ+ GC CC! =AA'EBB'+CC 
CGA+GB+(GC€ =0 do G là trọng tàm tam giác AC), Vậy 
30G'= A'+BI'+ CC, 


Từ đó suy ra rằng điều kiên cần và đú để hai tam giie ADC và ABŒ 


trong tâm trùng nhau là AA'+B +CC =0, 
1.2. Một số dạng toán 


Bài 1. Cho 6 điểm A, B,C, D,, E. Chúng minh: 
AD+BI + CẼ = Al:+BE £CÐ =AF + BD+ CE, 
Giải 
Cúch 1. Ta có 
AD+ BE +CÍƑ = AE +ED tBE+ FE +CÐ + DE 
= AF+BRP +CÐ + D +FE+tEÐ = AÉ+ BÉ CD +DD, 
suyra AD + lE+CÏƑ = AF + BE+€ŒD. 


Dắẳng thúc còn lại được chúng mình tương tự. 


Ũ 


Cách 9. Lấy một điểm O nào đó tuỳ ý, phân tích mỗi vecto thành 


hiệu hai vectơ có điểm đầu là O, ta dược: 
AD+ BE + C = OD -OA +Ol—OB +OE -ÓC, 
AIF+BP+CD <OF =OA+ OF = Ol+ OD= OC, 
AE+ BD+ CẺ <OÈ~- OA+Öl) =Ol3 + OI - ÓC. 


Tỉ đó suy ra điều phải chứng mình. 


Nhận xét. Irong bài trên, tà đã sử dụng quy tắc chen một hay 


nhhiều điểm để chúng mình một đẳng thức vectLo, 


Bài 2. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O). 

a) Chứng minh rằng các. điểm M,N, P nằm trên đường tròn (O) 
nếu: OM=OA+OB; ON=OB+OC; OP=OC+OA. Khi đó, có th 
nói gì về vị trí của các điểm M, N,P tương ứ ứng so với các điểm C, A, B ? 

b) Chứng minh rằng: OM+ON +OP =0, với các điểm M, N„P 
như trên. 


Gidi 

a) Ta có OM =OA+OB nên OAMB là hình thoi. Suy ra AOMI là 
tam giác cân tại A, ngoài ra, AB là trung trực của OM. Từ đó, AOM: là 
tam giác đều, suy ra OM = OA. Vậy M phải nằm trên đường tròn ((Ô). 
Tương tự như thế cho N và P. 

Do tam giác ABC đều nên CO là trung trực AB. Suy ra M là điểm 
đối tâm của C. Tương tự, N, P tương ứng là điểm đối tâm của A và B. 

b) Ta có OA +OB+OC =OA +ON =0. Suy ra 

OM+ONÑ +OP =-(OA +OB+O€) =0. 


Nhận xét. Quy tắc chủ yếu để giải bài toán trên (câu a) là quy 
tắc dường chéo hình bình hành của phép cộng hai vectd. 
Bài 3. Cho tứ giác ABCD. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB. vì 
CD. Chúng tỏ rằng 
N =2(AB+B)=2(AC+BD). 


Giải 
Ta có 
MN =MA +AD+DN, 
MN =MB+BC+CN. 
Do MA+MB=0 và DN+CN =Ũ, nên 


MN =2.(AD+B©,. 


Tương tự như trên, ta có 
MN= AC + BD). 


Nhận xét. Trong bài toán trên, ta đã chen điểm để có thể áp 
dung được tính chất trung điểm: 

Nếu M là trung điểm NP thì MN + PN = 0. 
Bài 4. Cho tam giác ABC. Gọi I là điểm thoả mãn điều kiện: 

TA +2IB +3IC = 0. 

a) Chứng minh rằng I là trọng tâm tam giác BCD, trong đó D là 
trung điểm cạnh AC. 

b) Biểu thị veetø AI theo hai vectơ AB và AC. 

Giải 
a) Ta có: 


Iổ + 1€ + ÍD = 1B + € +2 đã + I€) = 2 (Ã + 2IB + 3ƒC) =0. 


Vậy I là trọng tâm tam giác BCD. 
b) LA +2IB+3IC =0 @ IA + 2(A + AB) +3(IA + AC)=0 
©6IA+2AB+3AC =0. 


Bài 5. Cho tứ giác ABCD. Gọi G là điểm sao cho 
GA+GB+G€+GD =Õ. 
Chứng minh rằng G dược xác định một cách duy nhất. Khi đó, G được 
gọi là trọng tâm của tam giác ABCD. Hãy dựng điểm G. 
Giải 
Lấy một điểm O xác định nào đó, ta có: 
GA +GB+G€ +GD = 
= OA—0G +OB~OG +OC -OG +OD - OG 
=OA +OB+OC+OD-40G. 


Do đó OG = ~(OÄ + OB+ OC +OD). 


Suy ra điểm Œ được xác định một cách duy nhất. 
Đề dựng điểm G ta có thể chọn O trùng với D. Khi đó: 


Đổ = -(ĐA + DB+ PC). 


uy ra cách dựng như sau: 

Gọi H, K là hai điểm sao cho DAHB và DHKC là hai hình bình 
hành. Từ đó, DK = DA + DH + DC. Sau cùng, chọn G trên đoạn thẳng 
DK sao cho DG = 1/4I)E. Ta có G là điểm phải dụng. 


H D\ 


Bài 6. Cho duồng tròn (O, lR) và một điểm I khác với O. Một điểm M tuỳ 
ÿ nằm trên đường tròn. Tia phản giác của góc MOI cắt IM tại N. Giải sú 


1O =d(#z0). Chưng minh IÑ= _- M. 
d+R 
Giải 
Theo tính chất đường phân giác của tam giác MOI tít có 


l0) ạ 

—OM RẺ 

...... « = 8. . Vì hai veetd IN và M ciùrg 
IN+NM_ d+R IM d+R 


Suy ra 


Bai 7. Cho tam giác ABC. 

a! Chúng mình ràng với mọi điểm M, các điểm D. l, E trong cíc 
đăng thức vectơ sau đêu là các điểm cố định: 

MŨÌ= MỂ + Al ; ME + MA + BC ÿ MỸ š ÀTD + CA. 
b) Chúng minh rằng MA + AI + MC = MI + ME ý ME. 
Giai 

a) Tù MID- MC+AHB tì có ` —iF 
MŨ -MC AB, :+CD- AB, Như vậy, và, 
D hhòng phú thuốc vào vị trí của điểm 3 ị Sử lNế 
M và là đỉnh thú tu cúa hình bình B 
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hìm ABDC, Tương tụ, ME - AI - BC ¿z2 BC nên EÈ là đính thú tụ 
ciahinh bình hành ABCE. Sau cùng, vì 
MỊ-AIH., CÁ + ¿ BEsCAÁ 
n»nF là đính thủ tu của hình bình hành ACBE. 
Vì A, B.€ cố định nên D, E, F có dính 
b) Theo giả thiết ta có: 
MS ME XI =MC+ MA+ MHG AB BC + CA 
= XIA + MB © ÀIC 


PI. Cho tam giác vuông cân vi với ÔA =OB = a. Tính đó dài cúu: 
; si 3 
=” OA +9,50B ;\ „ RA Ì 08. 
+ 4 7 
P2. Gọi G là trong tầm tam giác ABC. Ilay biêu thị các vecLo sau dạy 
quacäae vectd Ö: A và GB: AB. GC, BC, CA. 


P3. Cho hinh bình hành ABCD. 

ú! Tĩnh độ dài của vectd u= l3D + CA + XD + DC, 

b) Gọi G là trọng tâm tam giác ADC. Chúng mình: 

GA + GC+GI) = BD. 

P4. Cho tam giác đều ABC cạnh a. Gọi [ là trung điểm AC. 

a) Xác định điểm M sao cho AlB + IM =TC., 

b) Tính độ đài của vectơd_u = BA + BC, 
Pã. Cho G là trong tâm,ÌI là trực tâm, E và O là tâm đuồng tròn 
nói,Agoai tiếp tam giác AC, Kí hiệu a, bị, e lần luốt là độ đài bái cạnh 
dối da cúc đỉnh A, B. C. Chúng minh: 

a! äIA +blB+elC=0, 

bì (ai b+e)Ol =aO¿V +4 bOB +eOC 

€) (ạ +bte)HÍ =aHA š BH cellC, 


P6. Cho tú giác ABCD. Gọi M và N lản luoL là trung diễm của AB và 
Œb. Lấy các điểm P, Q lần lượt thuốc cac đường thàng AD và BC sao cho 
PA -—?PD. Q8 = -3QC. Háy biểu diễn veetở MN qua các veeL 
MP MO. 


P7. Cho hai điểm A, Bvà hai số thực a, b sao cho a + b # 0. 

a) Chứng minh rằng tồn tại duy nhất một điểm M thỏa 
mãn aMA +bMB =Ũ. 

b) Chứng minh nh rằng với điểm M xác định như trên thì mọi điểm 
N ta đều có aNA +bNB= (a+ b)NM. 


P8. Cho ba điểm A, B,C và ba số thực a, b, c mà a + b + c0. 
Chúng minh rằng tồn tại duy nhất một điểm M thỏa mãn 
aMA +bMB+cMC = 0, và nếu gọi N là điểm tuỳ ý, ta luôn có 
aNA +bNB +eNC = (a+b+c)NM. 


P9. Cho ABCD là hình bình hành. Hay xác định số thực m và một 
điểm M có định sao cho mỗi hệ thức sau đây được thoả mãn với rmọi 
điểm N: 

a) NA+2NB= mNM; 

a) 2NA+NB- NC=mNM. 


P10. Cho đường tròn (O; R) và hai điểm A, B cố định.Với mỗi điểm: M 
ta xác định điểm M' sao cho MM'= MA + MB. Chứng minh rằng lkhi 
điểm M chạy trên (O ; R) thì điểm M' chạy trên một đường tròn cố định 


bán kính R. 

PII. Cho hệ hữu hạn các điểm A,, Á;¿,... A„ Chứng minh rằng có 
duy nhất một điểm G sao cho GAI+GAa +..+GA„ = Ú. Điểm G được 
gọi là frọng tâm của hệ điểm đã cho. Chứng minh rằng với mọi điểm K 
ta đều có: KA¡ + KA¿ +...+ KAn =nKG. 


P12. Chon bộ (A;,m,), với ¡ = 1, 2,..., n, trong đó A; là các điểm còn 
m¡ là những số thực dương. Ta nói trọng tâm của hệ n bộ (A;,m,) la 
một điểm T sao cho: 

mịTA¡ +m;TA¿ +...+ mạ TAn =0. 


Chứng minh rằng với mọi n bộ như đã nói trên, trọng tâm luôn luôn tồn 


tại và duy nhất. 


P138. Cho đường tròn (O, R) và điểm A cố định thuộc đường tròn. "Từ 
điểm M nằm ngoài đường tròn, ta kẻ từ đó tới đường tròn tiếp tuyến MT 
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(T là tiếp điểm). Tia MA cắt đường tròn tại A'. Giả sử A khác A' và 
= — : = | —+ 
MT =kMA. Chứng minh rằng AM = AA'. 


2 


P14. Cho hình vuông ABCD cạnh bằng 1 và các tam giác đều CDE, 
BGE sao cho E nằm trong và F nằm ngoài hình vuông. Đặt a=DA. và 
c=DC€ , 


a) Chứng minh DE = Š vác, BẾ 1541 lề 


b) Hãy biểu thị các vectơ AE và EF theo các vectơ PIẾ c. 
c) Chứng minh ba điêm A, E, F thẳng hàng . 
d) Tính độ đài đoạn thắng EF. 


§ 2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


2.1. Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


e Trong chương này, các tỉ số lượng giác đã biết ở lớp 9 cho một góc 
nhọn được mỏ rộng ra cho các góc tù theo quy tắc: Hai góc bà nhau 
có sin bằng nhau, còn cosin, tang 0à cotang của chúng đối nhau. 

e Cho hai vectơ ä và b đều khác vectd- 
không. Từ một điểm O (tuỳ ý) nào đó ta b¬ 
vẽ các vectd OA = ä và OB = b. Khi đó: B 
Số đo của góc AOB được gọi là số do góc 


ơi 


hợp bởi hai uectơd ã uà b, hoặc đơn giản, 
là góc giữa hai uectơ ñ uà b. Góc giữa 
hai vectơ ä và b được kí hiệu là (ä, b). 

Trong trường hợp có ít nhất một trong hai 
vectơ ä và b là vectơ-không thì ta có thể xem góc giữa hai vectơ đó 
là bao nhiêu cũng được. Nếu (ã, b) = 90° thì ta nói rằng hai vectơ ã 


A 


và b ouông góc với nhau, kí hiệu ä Lb. 
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e— Tịch bỏ hưng của hai vecto ä và b là một số, kí hiệu là ẩ.b, du 
xúc dịnh hồi công thức: 
d.b= Lá l,!Íhteogtd, bị, 
e Với vectơ a tuỳ ý, tích vỏ hướng d.d được kỉ hiệu là ta” hay dlon 
gián hơn, đẺ, và gọi là bình phương tỏ hướng của ứ. Bình phuong vỏ 


: ¬ _ ` Š 4 xế ~e sẴi 
huỏng của một veetø bằng bình phuøng đỏ đải của vecL0 đó: d7 = 


La |, 'eosg0"°=ld 4 

Chó veetơd ä = Al và đuờng 
3 : St 8 
=. thăng (d1! Gọi A' và ` là 
F xế hình chiếu vuông góc của A 

Az“ % 2 ˆ 
và lỗ trên (d). Khi do veeto 
ah = AHR dưốc gọi là hình 
xa. s chiêu của veeto d trên đường 


thăng d. 

« Vớihai veeto da và b bất kì ta có công thực hình chiêu: 

ä.b = a.b, trong đó b là hình chiếu của vecto b trên đường 
thăng chúa veetở a. 

s Cho vecto Ol3z 0 có dinh. Khi đó. tập hợp những điểm M sao cho 
OMOP =k „ trong đó le là một số không đổi, là đường thắng vuông 
góc với Al tại HI, với II là hình chiều của điểm M trên đường 
thẳng OB. 

e Cúc tính chút của tích tô hướng 

a.b= B.a;(ka)b=k(a.B0;atB+c0=n,b + dc, 


SN TA sơ ` 
\ +h +2ah; ta-h)"=u +b -2á.hb 


ta+b)” 
#` cớ 


ta+hlti=B)<=a -E 


2.2. Một số dạng toản 


Bài 8. Cho TL là trục tâm, [ là tâm đuờng tròn nội tiếp tạm giác ABIC 
Rỉ hiệu a. bà e lần lượt là đã dca bà canh đổi của các định Á, BC, Hát 
chúng mình hệ thúc 

tạ+hz e) THÍ =(a +b+eJtalTAV* + bEHHBẺ + clHC”)= gheti +br c). 


1* 


Giữi 
"Ƒù hê thúc ö bài tập P7, tì có: 
(a+b+e)EIE = ä[EX+ hÌH : cẲẳẲC, 


Bình phương vó hướng hai về đăng thúc trên và sử dụng các hệ 


2HAIIB=HA +IHBẺ (HV H8} 
= HA” +IIH=BAÄ” =HA? #fIHE =e`: 
2HCHB=HCP+HIBP~a”y 2HAIEC =ILAÁ HC -b, 


ta+b+e) HH” za ŸHAT <BP HH se HC 
+2nblTA 1+ 3aelTA.LIC + 2bel1I3.IC 
=u HAT + HỆ +c HC +ah(TA” +) -e) 
+ae(HA” TC - b + be(BE + 1C ah) 


=(a+b+e)(aHA* + BI” +ellC*)—ahbetai eb+ e), 


AM AB và AN-kAC. 


Hãy tìm giá trị k trong môi truờng hợp sau: 
a) BN LƠAI ; 
b) Góc hợp bởi BN và CM bằng 1909. 
Giải 
Ta có: BN = AN-AB -kÁC AB; 


CM- AM-AC SẠP AC. 


Vậy BN.CM -(kAC ARIo AB AC) = 
 - tu : Án 
"..... 
= # nÁ cashih Ra” A Ể ".... 
3 3 
Ề ka? "`... .ổẶố. ca... 
= — Rau ah : 
6ö b) Mã 6 


Bải9. Cho tam giác đều ABC canh a và cho hai diễm MỤN sao cho 


Suy ra ta có BÀ N.CM=—(1-5k). (1) 


a) Để BNLCM thì BN.CM = 0 hay =n- Bk) = 0, suy ra 


1-ðk=0= k= Š. 
5 


BN.CM = BN.CM cos120° = 
=— 2 BN.CM. (3) 


~ Ê => — ĐÁ 
Theo trên: BN =(k.AC- AB)? = a(kŸ - k + 1) 
= BN=a.vVk?-k+1. 


2 

E1 

CM =(AB- P =8 ~1+0=a a CM sa `: 
= AC) ST. 102086194 ST: 


“|S 


Từ (1) và (2) ta có: 
3 
S0—5k)=- _—n. 
5k — 1= vk?—k+1.V7 


b) Vì góc hợp bởi BN và CM là 120” nên: 


(3)) 


Vì k?~ k+ 1 luôn dương với mọi giá trị của k nên điều kiện của 


về trái phải là: 5k - 1> 0 hay k> : Bình phương hai về của (3) tai 


được: 6k? - k - 3 = 0. Giải phương trình này, loại nghiệm âm ta được:: 


k= SN 
3 


Bài 10. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp và G là trọng tâm của mộtt 


tam giác ABC. Gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp của tam giác đó,, 


đặt a = BC, b= CA, c = AB. Chứng minh rằng 
R?_ OG? > h ab2c?2. 
Giải 
Gọi các vectơ OA, OB, ÓC lần lượt là ä. b. . Khi đó 


1ˆ. 
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Suy ra 90G” =á? +b? +é° + 2(äb + bề + €ã). Ta có 
ä? =b°=c?=R? 
3äb = 2R“cos2C = 2RẺ- AB?=2R?~c? 
và các hệ thức tương tự: 2bể = 2R”~a”, 2đãä=2R”—b”. Từ đó, 
90G” = 9RẺ - (a? + bỂ + c?). 
Ta lại có (a” + Đ) +c?) > 5, NG (bất đẳng thức Cauchy cho ba 


số). Do đó R?- OG? > —ÑWa “b‡c 
3 


P15. Sử dụng tính chất tích vô hướng, hãy chứng minh rằng ba đường 
cao trong một tam giác giao nhau tại một điểm (trực tâm). 
PI6. Cho đoạn thẳng AB. 

a) Xác định điểm I sao cho:2lA + 31B =0 

b) Chứng minh rằng với mọi điểm M ta có: 

MĨ =ŠMA+ŠMB: 
Š 5 

c) Tìm tập hợp những điểm M sao cho 2MA? +3MB? = kề, với k là 
số không đi. 
PI7. Cho hình bình hành ABCD. Tìm tập hợp những điểm M sao cho 
MA? + MB?+ MC?+ MD? = k$, với k là một số không đổi. 
PI8. Gọi I, O lần lượt là tâm đường tròn nội và ngoại tiếp tam giác 
ABC, R là bán kính đường tròn ngoại tiếp, a, b, e là các cạnh. 

Øhfiug ảnh GỮ = BÉ ._ S8 


a+b+c. 
PI9. Cho hai điểm M, N nằm trên đường tròn đường kính 
AB = 2R. Gọi I là giao điểm của hai đường thắng AM và BN. 

Tính AM.AI +BN.BI theo R. 


P20. Cho tam giác ABC có O là tâm đường tròn ngoại tiếp. Gọi D là 
trung điểm AB, E là trọng tâm tam giác ACD. Chứng minh rằng OE 
vuông góc CD nếu và chỉ nếu AB = AC. 

ĐẠI HỌC QUỐC ( GIA HÀ NỘI 


P21. Cho hai tam giác vuông cân ABC và AB'C' cùng cân tại đỉnhh 
chung A như hình bên. Gọi I và J lần lượt là trung điểm của hai đỏạnn 
thẳng BB' và CC'. Chứng minh rằng AI L CC, AJ 1 BB' và BC 1 BC. 
P22. a) Cho tứ giác ABCD với hai đường chéo là AC và BD. Chứngg 
minh rằng: AB?+ CD2-BC?- AD?=2ACBD. Từ đó hãy suy ra điềuu 
kiện để hai đường chéo của tứ giác vuông góc. 

b) Sử dụng kết quả này, chứng tỏ rằng điều kiện cần và đủ để haiii 
trung tuyến kẻ từ B và C vuông góc nhau là b?+c?=5aŸ (với a, b, cc 
tương ứng là độ dài ba cạnh đối của các đỉnh A, B, C). 

P23. a) Ta nói điểm M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k # 1 nếu 
MA =kMB, hay MÀ 
MB 


Theo định nghĩa này, M là trung điểm AB khi và chỉ khi M chia đoạnn 
thắng AB theo tỉ số k = ~1. Nếu M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k z 11, 
chứng minh rằng với mọi điểm O ta có 


1—k 

b) Gọi G là trọng tâm của tứ giác ABCD và A', B', C', D' lần lượt 
là trọng tâm của các tam giác BCD, ACD, ABD, ABC. Chứng minh rằngg 
các đoạn thắng AA', BB', CC, DD' đồng quy tại G. 

e) Tìm các tỉ số mà điểm G tương ứng chia các đoạn thẳng AA', 
BB, CC. 

d) Chứng minh rằng G cũng là trọng tâm tứ giác A'BCD.. 
P24. Cho ba số thực z,,y >0. Chứng.minh rằng với mọi điểm J thỏaa 
mãn ø.JA+/8.]B+yJC =Ũ ta luôn có 
_ MA? +8.MB? +y.MC? _ zØ.AB? + đy.BC? +xư.CA? 

œ+Ô+7 (x+8+y)Ÿ : 


M1? 
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ST. 


s2. 


s3. 


Sã. 


LÒI GIẢI HOẶC HƯỚNG DẪN CÁC BÀI TẬP CHƯƠNG 1 


HD: Dùng định lí Py-ta-go. Đáp số: 


4541 


F 5Ì x.n 
lũI= | “OA+2.5OB |=* —a, 
4 4 
XE 3 
I#I=|4 ØR- ¿oi |~ 552 2 
4 7 28 


HD: AB=-GA+GB ; GC=-GA-GB ; 
BC =-GA -2GB; CA =2GA +GB. 
a) u=BD+CA+AB+DC= 
= AB+BD+D€ +CA =AC+CA =0. 


Vậy độ dài của vectơ u bằng 0. 


b) Vì G là trọng tâm tam giác ABC nên 
GA+GB+G€ =0. 
Do đó : GÀ +GC+GD =GA +GC +GB + BD = BD. 


a) AB+IM =IŒ © AB=IC-IM=MC. 

Vậy M là đỉnh của hình bình hành ABCM. 

b) Theo quy tắc hình bình hành ta có u=BM. 
Vậy |u |=BM=9BI=a+3. 


a) Theo tính chất đường phân giác ta có 


Đã Ẻ hay DB=-—DC. 
b b 


Suy ra IB-ID= DB=~_ DC =~; d€ =ID) hay 


bIB+cIC =(b+e)ID. 
A ĐB 6 „ DB 


( 
l 


1) 


Do 


=_- nên = 
DC b DC+DB b+c 


hay DB=-^”—, Vì BI là phân giác 
b+c 


của góc B nên lại áp dụng tính chất 
đường phân giác cho tam giác ADB 
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cac 
.IH BD Ẩp B vụ 


bu = V 
TT BH sẽ Bạn 
ID ==_=. (9) 
b+c 


Thay (2) vào (1) ta đi đến b[B+cIC =(b+c)ID =-alA, hay 
alA +blB+cIC =0. 
b) Theo câu a) ta có 
(a+b+c)OI =a(OA-—IA)+ b(OB —IB)+c(OC—]C) 
=aOA + bOB+cOC —(alA + b[B+ clC) =aOA + bOB +cÓC. 
e) Theo câu b) ta có 
(a+b+c)HI =aHA -alA +bHB—bIB+cHC —cIC 


=aHA +bHB+cHC -(alA + bIB + cIC) =aHA +bHB +cHC. l 
: A 


S6. Ta có 
MN = ;IAP +B€) 
l 53g = 
=—.—(AP+ 
22 ( BQ) 
=S(AM+MB+BM+MG) 8 
-3 
4 
Sĩ.  a) Biến đổi tương đương hệ thức ở đề bài, ta có 
aMA +bMB =ũ ©aMA + b(MA + AB) =0 
©>(a+b)MA +bAB =ũ MA =-—P_AB 
a+b 
(do giả thiết a + b # 0). Vì A, B cố định và a, b cho trước nên đẳng 
thức trên chứng tổ rằng điểm M được xác định một cách duy nhất. 
b) aNA +bNB =aNM +aMA + bNM + bMB 
=(a+b)NM +aMA + bMB = (a + b)NM. 


(MP+MQ). 


S8. HD: Tương tự bài trên. Điểm M được xác định duy nhất từ 


80 


hệ thức AM so (Trong trường hợp a = b=c=1,M 
a+b+c 


trùng với G, trọng tâm tam giác ABC). 


89. — a) Gọi M là điểm cố định xác định một cách duy nhất theo 


hệ thức MA = TaAR © MA +2MB =Ũ. Sử dụng kết quả bài 7 
+ 


ta có NA +2NB =(I+2)NM =3NM. Vậy ta chọn M như đã nói và 


chọn m = 3. 
b) Tương tự, chọn M là điểm cố dịnh thỏa mãn 
2MA +1.MB+(-1).MC = 8, 
và chọn m = 9, vì ta có 2NA+ NH—NC-~(3+I—I)NM =2NM. 
theo kết quả bài 8. 


Gọi I là trung điểm AB thì I cố định 
: và MA +MB =2MI. 

Do đó, MM'=MA +MB khi và chỉ 

khi MM'=2MI, tức là MM' nhận I 

làm trung điểm. 

Gọi O' là điểm đối xứng của O qua điểm I thì O' có định và 

MOM'O' là hình bình hành nên OM = OM = R. Suy ra M' nằm 
trên đường tròn có định tâm O' bán kính R. 


S11. Lấy một điểm O xác định nào đó, ta có : 
0 =GAt+GA¿ +..GA, = OAi =OG+OA¿ -OG +...OA„ -OG, 


từ đó suy ra OG ~ LỚN +OA2a+...+OAn). 
n 


Suy ra điểm G được xác định một cách duy nhất. Phản còn 
lại hiển nhiên, khi thay O bằng một điểm K tuỳ ý. 
S12. Chọn O là điểm cố định trong mặt phẳng, dễ thấy : 
mị TA¡ +m¿TA;¿ +...+m„TA„ =0 
© m¡(TỔ + OA¡) + m;(TỔ +OA¿) +...+m„(TO +OA„) =Ö 


© (mị +m¿ +...+ m„)TO + m,OA¡ +mOA; +...+ mạOAa =Ũ 


Đ1 


_ m;OAi +m¿;OA¿ +...+mnOA¡n 
mị +m; +...+ mạ | 
Như thế, T tồn tại và duy nhất. 


© 0T 


S13. Ta có MT? =MA.MA' © MA.MA' =k?.MA? 
© MA(MA'~k?.MA)=0 © MA'=k?.MA 
©MA'=k?MA 
©MA+AA'=k?MA © AA' =(I—k?)AM. 
Vì A' và A không trùng nhau, M và A không trùng nhau 
nên phải có k #1, đo đó AM=r TT. 
S14. a) Gọi E¿ và E; lần lượt là hình chiếu của E trên hai đường 
thẳng DA và DC, ta có 


. 


ĐE=DE,+BE; = Ý2ã+Ìs, 
2. 9 
b B Tương tự, gọi F¿ và F; lần lượt 
' là hình chiếu của điểm F trên 
Fị F hai đường thẳng DA và DC ta 
CÓ : 
p Eà › DE<DR +DE = 2a+| 1Š lẻ 
2 2 
bì ÄÊ=BE-BA= X22,l;_ -(3-2)ã+c 
S7 ơi 2 
EE=PFE-PE= 1ã+[i+X3 |š—x3z— 1z 
2 2 33122 


_q-43)a+(I+3)e 
—— 
e) Từ câu (b) ta có : 
++x3)+/3-2)a+(1+^x'3)e 
2 


P = ., =. 


(I+A⁄3)AE= 


Vậy ba điểm A, E, F thẳng hàng. 


a-a+(I+/5)£Ÿ (-3Ÿ+(+]'- 


đ) EF” = 
2 4 
Vậy EF =V2. 
S15. A 
Trước hết, với bến điểm A, B, 
_Ơ, H bất kì, ta luôn có 
HA.BC + HB.CA + HC.AB =0. 
Thật vậy, với điểm O tuỳ ý, ta có: 
B lo 


HA.BC + HB.CA +HC.AB= 
=(OA-OH)(OC-OB)+(OB-OH)(OA-OC)+(OC-OH)(OB-OA). 
Dùng tính phân phối của tích vô hướng đẻ khai triển rồi rút gọn, 
ta dễ thấy về phải bằng 0. 
Bây giờ, xét tam giác A ABC, giả sử hai tai đường cao kế từ A và 
B cắt nhau tại H. Khi đó, HA.BC =0 và HB.CA =0 nên từ đẳng 
thức trên ta suy ra HCAB=0 , nói cách khác, CH L AB. Suy ra 
điều phải chứng minh. 
S16. a)2lA +3IB=0>-2AI+3(AB- AI) =0 © AI= 


AB. 


3T 
s 
b)2MÏ + 3MB =Ö © 2(MA - MÏ) + 3MB - MÌ) =ö 
© 2MA +3MB - 5MI =0. 

Suy ra :MĨ = Š MÃ + MB. 

e) 2MA? +3MB? = k? 

® 2MA” +3MB =k? 

©2MA” +3MB” ©2(MI+IAJ +3Mi+IB} =k? 


& 5MI? +2IA?+3IB?+ 2MI(21A +3IB) = k? 
© Ml? = súc ~2IA?-—3IB?) 


Từ đó : 
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* Nếu k? > 3IA? + 3IB?, tập hợp các điểm M là đường tròn 


[ý? —21A?~—3IB? 
tâm I bán kính _ mm. 


* Nếu k? = 2IA? + 3IB”, tập hợp các điểm M chỉ gồm duy 
nhất một điểm I. 
* Nếu k?< 2IA?+ 31B", tập hợp các điểm M là tập rỗng. 


S17. Gọi O là tâm hình bình hành ABCD ta có: 
MA?+ MB?+ MC?+ MD” = k? 
«œ© (MO+OA)°®+(MO +OB)?+(MO+OC)?+(MO+OD) = k° 
© 4MO?+ OA? + OB? +OC? + OD? 
+2MO(OA +OC +OB+OC) = k? 


< MO? =ú° —20A? -2OB}). 
Từ đó: 
* Nếu kỶ>2OA?+2OBỶ, tập hợp các điểm M là đường tròn 
tâm O bán kính ; k?-2OA?-2OB?. 


* Nếu k?=2OA?+ 2OBỶ, tập hợp các điểm M chỉ gồm duy 
nhất một điểm O. 

* Nếu k? <2OA?+2OB”, tập hợp các điểm M là tập rỗng. 
S18. Từ Câu (b)-Sõ ta có: (a+b+c)OÏ =aOA+bOB+ecÓC. Bình 
phương vô hướng hai về đẳng thúc này và tương tự như phần 
chứng minh ở Bỏi 10 ta được : 

(a+b+c)”Ol? = 
=(a?+bỶ +c?)R? + ab(2R” —c?)+ac(2Rˆ° _ bˆ)+ bc(2R? =8") 
=(a+b+c)ˆRŸ -abe(a +b+c). 1 
abc AÓ 

a+b+ BÓC - 
S19. Đê ý, hình chiêu của vectơ AB trên 
đường thẳng AI là vectơ AM, do vậy theo 
công thức hình chiếu ta có: 


Suy ra OI°=R?~ 
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M AM.AI=AB.AL 


“Tương tự, 
BNBI = BA.BI. 
A p Từđó 


AMAAI + BN.BI = AB.AI + BA.BI 
=AB(AI+IB) = AB.AB = AB? =4RZ. 


S20. Đặt OA=ä, OB=b, OC =6. mn 


GD = 24+), 0B=2ã+1B, 
4 4 
với P là trung điểm AD. Từ đó, 
== 2|3~„, Ìlrz bu Í„. lz, 1. 
ØE = a+—bl+-e=-a+-b+-~ẻ 
344 4 3 3 6 3 


Ta lại có CD =OD —OC= ấ+2b-Ẽ. Do đó, OE L CD nếu và 


chỉ nếu (ä+b-2ể)(3ä+b+2e)=0. Khai triển và để ý 
ä? =b“ =€?, ta được ä(b—€) = 0, đẳng thức này xảy ra nếu và 
chỉ nếu OA L BC. Suy ra điều phải chứng minh. 


S21. Ta có AiCE = (AB + ABJAC - AC) 


2IABAC ~AB.AC + AR.AC'- AB'.AC) 


~ (AB.AC'.cos BAC'~ AB',AC cosB'AC) = 0 


(vì AB = AC, Ab' = AC' 
và hai góc BAC' và 
BAC bằng nhau). Vậy 
AI L CC. Chứng minh 
tương tự ta có 
A/J I BB. 
Tiếp theo, ta có 


BC'B'€ =(AC'~ AB)(AC - AB) 

=AC.AC - AC.AB'- AB.AC + AB.AR' 

=AC'AC- AB.ABR' 

= AC'.AO.cos CÁC"! - AB.AB'.cos BAB' 

=0( vì hai góc BAB' và CAC' bù nhau). 
Vậy BC' 1 BC. 


S22. a) Ta có 

AB2+CD? - BC? - AD2= AB —BC +CD ~AD = 

=(AB+B€)(AB - BC) +(CB+ AD)(CB - AD) 

= AC(AB- BC) +(CD + AD)CA 

= AC(AB- BC—CD - AD) 

= AC(AB- AD- BC~ CD) = AC(DB - BD) = 2AC.DB. 

Từ đó suy ra rằng tứ giác có hai đường chéo vuông góc khi 
và chỉ khi tổng bình phương các cặp cạnh đối bằng nhau. 

b) Gọi BM và CN là hai trung tuyến của AABC. Vì MN là 

a 


đường trung bình của AABC nên MN = 5 B 


Theo kết quả câu trên, 
điều kiện cần và đủ để tứ giác 
BCMN có hai đường chéo vuông 
góc là: M 

§ 3 
MN + BC? = MCÊ + BN? © l] +aŠ= 


© 5a? =b2+ c?. 
S23. a) Từ MA =kMB tacó OA -OM =k(OB~OM), suy ra 
OA -kOB 
1-k 
b) Vì G là trọng tâm của tứ giác ABCD nên: 
GA+GB+GC+GD = 0. () 
Mặt khác A' là trọng tâm của tam giác BCD nên 
GÀ'= 2(GB+ GC+GD) hay GB+GC+GD =3GA'. 


OA —-kOB =OM - kOM © OM = 


Thay vào (1) ta có: GA+ 3GA'- 0 hay 


GA=-3GA', (2) 
nghĩa là A, A', G thăng hàng. 
Chứng minh tương tự, ta cũng 
có B, B, G thắng hàng ; C, C, 
G thẳng hàng ; D, D', G thẳng 
hàng. Vậy G là điểm chung 
của bốn đoạn thắng AA, BB, 
CC; DD. 

e) Từ (2) ta có điểm G chia các đoạn AA' BB', CC, DD' 
theo tỉ số k = -3. 
d) Mặt khác, từ (2) ta có: 


~8(GA'4GB'++GC'+GD)= GA+GB+ GC+ GD = 0 
hay GA'+GB*++GC+GD'= 0. 
Vậy G cũng là trọng tâm của tứ giác ^BCTD. 
(z+/+y)MI+z.1A +/81B+y.JC 


S24. Ta có Mi= : 
œ++y 
—. #(|MI +1JA + Ø[MI +1B]+z| MI+JC 
"Š..ˆ......" 
œ+Ø+y 
HH ÁN + MB ca ÐWC, 
ư+Ø+#y 
VỚI X= s = bã VÀ lá và x+y+z= 1. 


+ổty ` a+Ð+y ` at+f*y 
2 
Từ đó, Mi =(xMA +yMB+zM€)' = 


=x?MA?+ y MB? +zMC?+ 
+2xy.MA.MB + 2yz.MB.MC + 2xz.MC.MA 


Ta lại có: 
——— —=—” =—=\Ÿ 
2.MA.MB = MA? +MB? (MA ~MB =MA?+MB - AB? 
2.MB.MC =MB +MC? —-BC°, 
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2.MC.MA =MA?+MC?~AC?. 
Do vậy, 
M2 =x?MA? +yˆMBÊ +zˆMC? + xy|[MA? +MB? AB? ) + 
+yz(MB? +MC2~ BC?)+ xz(MA? +MC? - AC”) 
=x?MA2 +yˆMB2 +zˆMC2 ~ [xr^®? +yzBC? + xzAC? | 
_ MA? + 8MB?+yMC? _ zØAB”+ ØyBC?+zrCA? 
ư++y (z+#+y}? : 


BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG 1 


1. Vectơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau: 
(A) được gọi là vectd-suy biến. 
(B) được gọi là vectd-có phương tùy ý. 
(C) được gọi là vectơ-không, kí hiệu là 0. 
(D) là vectơ có độ dài không xác định. 


2. Chọn câu sai: Trong một bài toán Hình học, khi cần chứng minh 
hai điểm M,N trùng nhau, ta có thể chứng minh 

(A) MN =Ô. 

(A) Vectøơ MN có phương trùng với phương của hai vectd khác 
nhau không song song. 

(C) MN=NM. 

(D) MN=—NM. 
3. Chọn câu sai: 

(A) Mỗi vectơ đều có một độ dài, đó là khoảng cách giữa điểm đầu 
và điểm cuối của vectơ đó. 

(B) Độ dài của vectơ a được kí hiệu là |a |. 

(C) |õJ= 0, |PQI= PQ. 

(D)JAB| = AB = BA. 


4. (A) Hai vectơ a và b được gọi là bằng nhau, kí hiệu a = b, nếu 
chúng cùng hướng và cùng độ dài. 

(B) Hai vectơ a và b được gọi là bằng nhau, kí hiệu a =b,nếu 
chúng cùng phương và cùng độ dài. 

(C) Hai vectơ AB và CD được gọi là bằng nhau khi và chỉ khi tứ 
giác ABCD là hình bình hành. ` 

(D) Hai vectơ AB và CD được gọi là bằng nhau khi và chỉ khi tứ 
giác ABCD là hình vuông. 
5. Câu nào sai trong các câu sau đây ? 

(A) Vectơ đối của vectơ a # 0 là veckơ ngược hướng với vectơ a và 
có cùng độ dài với veetơ a.. 

(B) Veectơ đối của veetơ 0 là veetơ 0. 
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(Ơ) Nếu MN là một vectơ đã cho, thì với điểm O bất kì ta luôn có 
thể viết: MN =OM -ON. 

(D) Hiệu của hai vectơ là tổng của vectơ thứ nhất với vectơ đối 
của vectơ thứ hai. 


6. Điển dấu x vào ô thích hợp 


MỆNH ĐỀ ĐÚNG | SAI 
nã am. 
Nếu a/ b và b/c thìa c(cz 0). -| 
sỹ #s 5 + n? 
a/ b«elal=l bị. l§ 
Có hai vectơ sao cho chúng không cùng phương 
nhưng ngược hướng. lS 
Điều kiện cần và đủ để tứ giác ABCD là hình bình 
_—> —- 
hành là AB = CD. | 
Cho hình bình hành ABCD, vectơ AB có hai vectd 
s _- la 
đối là CD và BA. 
1. Cho tam giác đều ABC. Mệnh đề nào sau đây sai ? 
—- - = - 
(A) AB = BC ; (B) AC z BC ; 
= _— = — 
(Œ |AB| = | BC |; (D) AC không cùng phương BC . 
8. Cho tam giác đều ABC, cạnh a. Mệnh để nào sau đây đúng: 
hả - me 
(A) AC =a; () [AC |= BC ; 
_ —~ _ 
(Œ |AB|za ; (D) AB cùng hướng BC. 
9. Cho đoạn thắng AB, [ là trung điểm của AB. Khi đó: 
- - - -- 
(A) [BI = |IAl; () BI = AI; 
—- - _— -> 
(G) |BL| =2|1A |; (D) BI và AB cùng hướng. 


10. Chọn câu sai: 
(A) a+b=b+a. 
(B) Nếu M là trung điểm NP thì MN + NE = 0. 


11. 


(Ơ)(a + B)+c =a+(B+€). 

(Da+0=a. 

(A) Nếu MN + NP = MP thì ba điểm M, N, P thẳng hàng. 

(B) Nếu MN + NP = MP thì ba điểm M, N, P trùng nhau. 

(C) Với bất kì ba điểm M,N, P, ta có MN + NP = MP. 

(D) Với bất kì ba điểm M, N, P, ta có MN + NẺ = MP chỉ khi 


nào ba điểm M,N, P tạo thành một tam giác. 


12. 


Ñ) 
Cho ba điểm A, B, C không thẳng hàng, M là điểm bất kì. Mệnh 


đề nào sau đây đúng ? 


18. 


14. 


15. 


16. 


- — = — cờ 
(A) vM, MA = MB ; (B)3M, MA = MB = MC ; 
(C)›VM,MA zMBxzMC;  (D)3M, MA =MB. 
Cho vectơ a . Mệnh để nào sau đây đúng ? 
| ¬ sở 

(A) Có vô sô vectơd u mà a =u ; 
(B) Có duy nhất một u mà u = a ; 

= —- 
(C) Có duy nhất một u,mà u 

— 
(D) Không có vectơ u nào mà 
Mệnh đề nào sau đây đúng ? 
(A) Có duy nhất một vectơ cùng phương với mọi vectở ; 
(B) Có ít nhất hai vectơ cùng phương với mọi vectở ; 
(C) Có vô số vectơ cùng phương với mọi vectơ ; 
(D) Không có vectở nào cùng phương với mọi vectd. 
Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng 2 em. Khi đó: 
—- - _ 

(A) AB =9; (B) |BA |= -9; 
(C) BA =-2; (®) |BA |.v2 =|AC]. 
Cho ba điểm phân biệt A, B, C. Khi đó: 


tạ + Ba-ê ` 
(A) Điều kiện cần và đủ để A, B, C thắng hàng là AB cùng 


phương với AC; 
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(B) Điều kiện đủ để A, B, C thẳng hàng là với mọi M, MA cùng 
phương với AB; 
- 
(C) Điều kiện cần để A, B, C thẳng hàng là với mọi M, MA cùng 
- 
phương với AB; 
(D) Điều kiện cần và đủ để A, B, C thẳng hàng là AB = AC. 
17. Cho vectơ a. Khi đó: 
K 
(A) Có duy nhất một vectơ đối của a ; 
(B) Có đúng hai vectơ đối của a ; 
(C) Có vô số vectơ đối của a ; 
—~ —~ 
(D) Vectd 0 là một vectơ đối của a.. 
18. _ Cho hình bình hành ABCD với giao điểm hai đường chéo là L. Khả 
đó: 
(A) AB + AD = BD; (B) AB + IA = BI; 
> + =# ¬ 
(C>AB+CD=0; (D) AB + BD = 0. 
19. Cho bốn điểm M,N, P, Q bất kì. Đẳng thức nào sau đây luôm 
đúng ? 
- - ¬ —~ 
(A) PQ + NP = MO +MN ; 
=ˆ - =ˆ =ˆ 
(B) NP + MN = QP + MQ ; 
—~ —~ — — 
(C) MN + PQ = NP +MQ ; 
(D) NM + QP = NP + MQ. 
20. Xét các câu sau: 
(1) Nếu k>0 thì vectdka củng hướng với vectơ a. 
(3) Nếu k < 0 thì vectơka ngược hướng với vectd a. 
(3) Độ dài vectơ kã bằng k lần độ dài vectơ a. 


Trong các câu trên: 
(A) Có ít nhất một câu sai. 
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21. 


22. 


(B) Chỉ có câu (1) đúng. 
(C) Chỉ có câu (2) đúng. 
(D) Chí có câu (3) đúng. 


Với mọi vectở a ỷ b và mọi số thực k, h, ta có: 
(ï) ktha)=(kh)a 

đi) k+h)a =ka +ha 

đi) k(a + b)=ka +kb. 

(iv)1.a=a ;C1)a=-a ;0a =0; k0 =0. 
Trong các câu trên: 

(A) Không có câu nào sai. 

(B) Có ít nhất một câu sai. 

(C) Chỉ có hai câu đúng. 

(D) Chỉ có câu (ï) đúng. 


(1) Để ba điểm phân biệt A, B, C thẳng hàng, điều kiện cần và đủ 


là tỒn tại số k sao cho AB=kAC. 


(3) Đề ba điểm phân biệt A, B, C thẳng hàng, điều kiện cần và đủ 


là tồn tại số k sao cho AB=-kB€. 


(3) Để ba điểm phân biệt A, B, C thẳng hàng, điều kiện cần và đủ 


là tồn tại số k sao cho kBA =AC. 


23. 


Trong các câu trên: 

(A) Câu (2) là câu sai. 

(B) Không có câu nào sai. 

(C) Chỉ có câu (3) sai. 

(D) Chỉ có câu (1) đúng. 

(1) Điều kiện cần và đủ để C là trung điểm AB là BA =-2AC. 
(2) Điều kiện cần và đủ để € là trung điểm AB là CB= CA. 
(3) Điều kiện cần và đủ để M là trung điểm PQ là PQ =2PM. 
Trong các câu trên: 

(A) Câu (1) là câu sai. 

(B) Không có câu nào sai. 

(C) Chỉ có câu (3) sai. 

(D) Chỉ có hai câu (1) và (3) là các câu đúng. 
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24. - Cho hai vectd không cùng phương a và b. Khi đó: 

6 Mọi vectơ x đều có thể biểu thị một cách duy nhất qua hai 
vectơ a và b. 

(2) Với mọi vectơ X; có duy nhất cặp số m và n sao cho 

~x =ma+nb. 

Trong hai câu trên: 

(A) Câu (1) và câu (2) cùng đúng. 

(B) Không có câu nào sai. 

(C) Chỉ có câu (1) đúng. 

(D) Chỉ có hai câu (2) đúng. 
25. Cho hình chữ nhật ABCD, không phải hình vuông, với I là giao 
điểm hai đường chéo. Khẳng định nào sau đây là đúng ? 


hả - kả 
(A) [AB + AD | = | BD | ; 
= - = 
(B) [AB + BD| =| AC |; 
Mã — Hà = 
() |IA +ID| = |IA +IC |; 
=á lá —~- — 
(D) |BD + AC | = |IA + BỊ. 
26. — Cho tam giác ABC. Tìm điểm M thoả mãn điều kiện 
- - - 
MA - MB = AB. 
(A) M là đỉnh thứ tư hình bình hành ABCM ; 
(B) Không có M nào thỏa mãn ; 


(€)M tùy ý ; 
(D)M là trung điểm AB. 

27. Cho hình bình hành ABCD. Tính tổng AB + AC + AD. 
(AJjŠ “AC; (BAC; (O5AC; (D0. 


28. Cho tam giác ABC. Gọi M là điểm ở trên cạnh AB sao cho 
- R xí =“ 
MB =3MA. Biêu diên AM theo AB và ẠC. 


— ~ — 
(À) 2 AB +3AC ¡ G2 Abv CÁC; 


(Œ) + AB.+0. AC ; đời À AB. ˆ ñ€. 
4 F 6 


—- _— 
29. Cho tam giác đều ABC cạnh 1. Tính |AB -CA |. 


(A310; ()3V2+Vv10; (C)M3; (D)10. 


30. Cho tam giác ABC. Gọi N là điểm trên cạnh AC sao cho 
NŒ =2NA. Biểu diễn AN theo AC. 
(A) TAC; (BÁC; CC AC; (D)9AC. 
+ 
31. (A)Nếuơ=0°thì: 
sin0? = 0 ; cos 0° = 1 ; tg0°= 1 ; cotg0° không xác định. 
(B) Nếu ơ = 90°thì: 
sin909= 0 ; cos909= 1 ; tg90° không xác định ; cotg90 = 0. 
(C) Nếu ơ là góc tù hoặc bẹt (90°< œ < 180°) thì 
sinơ = sin(1800 - œ) ; eosœ = —cos(1800 — œ) ; 
tgœư = -tan(180” ~ ơ) ; cotgœ = —cotg(1807 - œ). 
(D) Tất cả các câu trên đều sai. 
39. — Giá trị của các biểu thức 
(2sin30° + cos135° - 3tg150°)(cos180” - cot60°) là 


(A) ¡_X2+343 () Y2+3/3 
2 2 
3-- 
"— „ 


33. — Tính giá trị của các biểu thức: 
B = sin?90 + cos?120 + cos?0° - tg”60° + cotg?1359. 
(À) } ®) ˆz (C)2 — (D) Một kết quả khác. 


34. — Điền dấu x vào ô (đúng, sai) thích hợp (nếu tất cả các số liệu 
trong hàng đều đúng). 


CÂU | Góc | 90% |120° | 3ø |1509 |1809 |ĐÚNG | SAI 
A |sin 1 | 3 | v2 1 0 
g 2 2 
B 1 | |-w 
coS 0 |2 2 2 1 
C -13 ESi8 
tg  |kxẻ + lÌ43' | o0 
= 
D =1 
cotg | 0 |3 | -1 | -⁄3 | kxd 


Trong bảng trên, kxđ là viết tắt của nhóm từ &hông xéc dịnh. 


35. — Trong trường hợp có ít nhất một trong hai vectơ ä và b là veetơs- 
không thì góc giữa hai vectơ đó là : " 

(A)45° (B)600 (G) 900 (D) một giá trị tùy ý. 
86. — Tích uô hướng của hai vectd ä và b là một só, kí hiệu là ä.b, vàà 
được xác định bởi công thức: 

(A)ä.b= |ä |.|b |sin (ã, b). 

()ä.b= |ä|.|b |tg(ä, b). 

(Œ)ä.b=-~| ä |.|'B |eos(b, ä). 

(D) Tất cả các câu trên đều sai. 
37. (1) Bình phương vô hướng của một vectơ bằng bình phương độ dàii . 
của vectơ đó: ä2 = | ã |.| ä |eos0° =| ä |. 

(I) Với hai vectơ a và b bất kì ta có công ¿bức bình chiễu: a. b 
= a.b', trong đó b' là hình chiếu của vectơ b trên đường thắng chứa 
vectd a. 


Trong hai câu trên: 
(A) Chỉ có câu (I) đúng. (B) Chỉ có câu (I) đúng. 
(C) Cả hai câu đều đúng. (D) Cả hai câu đều sai. 
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38. — Cho vectơ OB z 0 cố định, k là một só không đổi. Khi đó, tập hợp 
nhừng điểm M sao cho OM.OB =k là 

(A) Đường thẳng song song với OB. 

(B) Đường tròn tâm O, bán kính 2k 

(C) Đường thắng vuông góc với AB tại H, với H là hình chiếu của 


điểm M trên đường thẳng OB. 
(D) TẤtI cả các câu trên đều sai. 


89. — Với mọi LYectd 4, B, c và mọi số thực k, ta có: 
Œø a.b=b.a; 
úD rn § k(a.b); 
(ID a(B+e)=a.b+ a.c 


Trong các câu trên: 
(A) Chỉ có hai câu (D) và (HT) đúng. 
(B) Tất cả 3 câu đều sai. 
(Ở) Có ít nhất một câu đúng. 
(D) Chỉ có hai câu (II) và (II) đúng. 
40. — Xét các công thức sau: 
S x& jj. =3 xả 
Ca+b)*=a +b +2ab 
Tờ _x.-. .. 
(a-b)?=a +b -2ab 
= mm = SỞ SéỞ = „ 
(a+b)\(a-b)=a —B“ =l|a|2-| b |?. 
(A) Để chứng minh chúng, ta chỉ cần sử dụng các tính chất của 
phép nhân đại số thông thường. 
(B) Để chứng minh chúng, ta phải sử dụng các tính chất của tích 
vô hướng. 
(C) Để chứng mỉnh chúng, ta chỉ cần sử dụng các tính chất của 
tổng và hiệu vectơ. 
(D) Các công thức trên hiển nhiên theo tính chất khai triển một 
biểu thứcbậc hai thông thường. 
AI. Xét các công thức: 


a) sinx + cos2x = 1; 
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COSX „ 


Sinx 
b) tgx= ¡ COfBX =—_ P 
€0SX sinx 


Ụ L 
cơ) 1+tg2x= 3— ¡ l+colgX= —T— ; 
COS“ X Sin“ x 
sin2x cos x h 
# = = SÌnX + C08X ; 
€0sX(I + tgX) sin x(1 + cot.gx) 
h F 1 
dì li: cosx GÌEX-3- sinx )_ : 
l+sinx l1+cosx SiInX€COSX 


(trong điều kiện tgx và cotgx được xác định cho các câu b, c, d, ©). 
(A) Các công thức trên đều đúng. 
(B) Trong các công thức trên, chỉ có e) và d) sai. 
(C) Trong các công thức trên, chỉ có d) sai. 
(D) Trong các công thức trên, chỉ có e) sai. 


42. Cho tam giác ABC vuông ở A và góc B = 30”. Tính giá trị của:: 


cos( AB, B€)+ sin( BA, B€) + tần, 
_x.... @œ #2 
2 ỰÀ 
œ cả pm 22, 


5 
43. Cho tam giác. ABC vuông ở A và góc B = 30. Tính giá t trị tủ:a:: 
sin( (AB, AC)+ cos( BC, BA). 


đủ 1+33 thu 2+2 
2 2 
2 
+5 œ 3⁄2, 
4 5 


44. — Nếu điểm M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k # 1 thì với mọii 
điểm O, tá sẽ có: 


(A) MÔ=kÄB. œ 0M=S^—= 
(© 0M- OA-kAB (b) Mi - ĐÃ +kOB 
I+k lék 


3. sẽ 
Cho tam giác đều ABC cạnh 1. Tính tích vô hướng AB. BC. 


45. 
3 | 3 l 
(A)-= B)- — C)< (D.- Š. 
” (Œ)- - (© 2 : 
46. — Cho AB= V2, AC = \/6 và A, B, C thẳng hàng. Khi đó: 
(A) AB.AC =-⁄6 (B) AB.AC =⁄6 
(C) AB.AC =3 (D) AB.AC =+#V6. 
47. Cho hình vuông ABCD cạnh 2. Gọi M là trung điểm AB. Tính 
AM.DB. 
: | 
(A)1 (B)8-J2_ (G)2 Đ—c. 
48. Cho tam giác đều ABC cạnh 1, tâm O. Tính OA.OB. 
tQ=ˆ — HẾ 2Ó - 0w $, 
6 2 2 3 
49. Cho đoạn thẳng AB = 2 ; I là trung điểm AB. M là điểm trên 


_—> = 
đường thẳng AB kéo dài về phía A sao cho MI = 3. Tính MA.MB. 


50. 


1 4 
(A)8 (B)~ (Œ)= (D)2. 
2 7 


Cho tam giác cân ABC ; AB = AC = 1, góc BAC = 120”. Tính tích 


 - 
vô hướng AC.BC. 


51. 


3 | 3 l 
(A)- 8 tỊ=e tĐ= (D)- s? 
Nếu A, B là hai điểm phân biệt và MA + MB =AB thì 
(A)M trùng B. (B)M trùng A. 
(C) M trùng H, với H là trung điểm AB. 
(D) Các câu trên đều sai. 
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TRẢ LỚI CÁC BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 


1A |2D |42CŒ |4 A |5 |6ĐS|7.A |8C 
| SĐĐ 

9.A 10. B 11,C 12. C 18A |14.A |15.D |I16A 
Lữ: € |18.G |19C |20A |21A |22.B |23.D |24D 

25.A |26.B |27G |28.C |29.C |30.C |31LC |32.A 

33.B |34.A,C,D: đúng,B: sai |35.D |36.D |37.C |38.C 

39.C |40.B 41.C IỆP C 43B |44.B |45.D |46D 

47. |48.A |49.A |50.C |51.B 
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S2; 2 
HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 
VÀ TRONG ĐƯỜNG TRÒN 


§ 1. _ CÁC HỆ THỨC TRONG TAM GIÁC 


1.1. Tóm tắt kiến thức 


s - Hệ thúc lượng trong tam giác uuông 


2 2 2 

a“+b =cˆ 
b=xab;c=xac 
h?=c'b ;h.a=b.c 
 #s 1n! 
HỂ bổ có 


®Ẳ - Định lí cosin trong tam giác 


a2 =b2+c?— 2be.cosA 
b2= a2+ c?~ 2ac.cosB 
c2? =a? + bể - 2ab.cosC 
bˆ+c?-a? a?+ 2_b2 2+ 2_c2 
cosA = = ¡ (0sB = = ¡ COSC = c1 
2bc 2ac 2ab 


e Định lí sin trong tam giác 
k TNG.n . 
sinA  sinB  sinC 
a =2R.sinA, b = 2R.sinB, c = 2R.sinC. 

e© Công thúc trung tuyến 
2 _bP+c” á', ; a +c bổ ; a +bế C| 
à= ——; mị= mm". s 

SÀ 4 2 4 2 4 
trong đó, m„.„ mụ „ m, lần lượt là độ dài ba trung tuyến xuất phát từ 
A,B,C và a, b, c là độ dài ba cạnh đối tương ứng của ba đỉnh A, B, C 
trong tam giác ABC. 


+ 


Công thúc tính diện tích tam giác 
| 1 1 
8= -_—a.h,= —b.hụ = —c.h 
Đi IÚN 7h Đà 


S= 5 ab.sinC = : ac.sinB = Ề bc.sinA 


m 
8= \Jp(p-a)(p-b)(p~c) . 


(p là nủa chu vi, h„, hy , h„ lần lượt là các đường cao kẻ từ các đỉnhh 
A,B, C; công thức sau cùng thường được gọi là công thức Hêrông.) 
Giỏi tam giác 
Giải tam giác là tìm cách xác định các yếu tố còn lại của tam giácc 
(các góc và các cạnh còn lại) theo ba yếu tế đã biết. Trong các yếu tếó 
đã biết, có ít nhất một yếu tố về cạnh. 
Giải tam giác khi đã biết ba cạnh 
Khi biết ba cạnh a, b, c, ta sử dụng định lí sin để tính các góc. Chẳngg 
hạn, để tính góc A, ta có ` 
b®+c?—a? 

2b ` 
Góc B cũng được suy ra bằng cách tương tự, hoặc sau khi đã tínhh 
được góc A, có thể dùng công thức nhận được từ định lí sim: 
bsinA 


a?=b?+c?—2bc.cosA. ©>cosA = 


asin B = bsinA = sinB = 


Giải tam giác khi đã biết hai cạnh (b, e) 0à góc (A) xen giữa chúng!: 
Dùng định lí cosin để tính cạnh a: 

a? =b2+c?—2be.cosA.. 
Để tính góc B, có thể sử dụng: 

cosB _8t te <b +cˆbẺ hoặc sinB = ĐC, số Ề 
2ac a 

Giải tam giác bhi đã biết một cạnh uà hai góc 
Khi biết một cạnh và hai góc, ta dùng định lí sin để tính hai cạnh 


còn lại. 


s Giải tam giác khỉ đã biết hai eạnh (b, e) uà góc (B) hông xen giữa: 
Khi biết hai cạnh và một góc không xen giữa, ta dùng định lí sin để 
tính một trong hai góc kia, và cũng dùng định lí sin để tính cạnh còn 
lại (hoặc dùng định lí cosin sau khi đã tính góc). 


1.2. Một số dạng toán 


Bài 1. Giải tam giác ABC, biết: 
a)c= 14, A=60%,B=40° b)b=4,5;A=30°,C= 75° 
c)c= 35, A= 40%, = 120° đ)a = 137,5;B=83°,C = 579. 


Giải 
a) Ta có C = 180°- (A + B) = 1800- (60 +400) = 80°. 
a b e 
= ———= -——— ;SUY Ta 


sinA sinB sinC 
ï Sĩ 0 
b2 sựnB z 14.sin 40 “ S5, 
sin€ sin 800 
h . U) 
s...p.. ĐT: 
sinC sin80° 


_ bsinA _ 4,5.sin 30” kế 


b)B=75°,a = —` =—— -—* 93. 
sinB sin75 
c=bs4,5. 
` No .. cnU 


sinC sin120° 
csinB 35.sin20” 


b= ==———— * 1â,8. 

sinC sin120° 

` Tin 
đ)A=40°. b= c cc ~ 912,3, 
ẵ SinA sin40 
: "" 

c.Ầ SG TÀ LG ~ 179/4. 

sinA sin 40 


Bài 2. Xét tam giác AOB cân tại O. Vẽ đường cao OH và AK, đặt OA = a 
và AOH =ơ. 

a) Tính các cạnh của A AKB theo a và ơ. 

b) Tính các cạnh của các tam giác OKA và AKB theo a và 2œ. Từ 
đó, hây suy ra các công thức sau: 


sin2œ = 2sinœcosơ. q) 
cos2œ = 2cos2ơ - 1. (2) 
Giải 
no . AH 
a) Ta có KAB= AOH =œ. AOAH cho: sinơ = ĐC Suy ra 
O AH=a.sinœ, AB = 2a.sin œ. 


A AKB cho: sinơ = Cu Suy ra 
AB 


BK = ABsinơ = 2a.sin°œ và cosœ _ do đó: 


K AK = 2a.sin œ .cos Œ. 
b) Ta có AOB=2œ. AAOK cho: 


AK 
A B sin2œ =——, suy ra 
H E7 bung 


AK =asin2œ, và cos2œ . 
OA 
suy ra OK =acos2œ. 
Với AAKB, ta đã có AK =a.sin2ơ., còn 
BK =OB—OK =a-acos2ơ = a(l— cos2œ) . 
Theo định lí Pi-ta-go ta có 
AB? =AK?+BK° = 
=a? sin?2œ +a?(1—cos2œ)” =a?[sin” 2œ + I—~2cos2œ + cos” 2œ] 

=2a?(I—cos? 2œ) (vì sin?2œ+cos” 2œ = I). 

Cuối cùng, khi so sánh các giá trị đã tính của AK ta có: 

asin2œ =2asinœcosœ hay sin2œ =2sinœcosœ, 
như vậy ta được công thức sin2œ = 2sinocosơ. 

So sánh các trị số của BK, ta được: cos2œ =l —2sin? œ , như vậy 
ta được công thức cos2œ = 2cos2œ — 1. 

Nhận xét. Các công thức trên sẽ được học và chứng minh bằng 
các tính chất lượng giác. Tuy nhiên, ở đây, chúng ta chứng minh bằng 
phương pháp hình học để sử dụng trong các bài toán 
khác, chẳng hạn, bài 5 dưới đây. 
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E tí 3 xố S Re) sò : 
—+—+*—, VỚI r, rạ, rụ, r. là bán kính đường 
§. HH: 


Bài 3. Chứng mình bo 
Ê 


tron nội tiếp và ba đường tròn bàng tiếp. 
Giải 
Từ công thức diện tích ta có 
S=pr=r,(p-a)=n(p—b)=r(p—c), suy ra 
1_p và 1 ~P=8), ] _É=Ð), I -@-t). 
r 3 lì S Tp s lộ S 
: ân ẨY The In ID ng 
Cộng các đẳng thức trên ta được —+—+—=—=-—. 


l 1ẹ Š T 


Tụ 
Bài 4. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm O, bán kính #. 
Gọi D, E, F là chân đường cao hạ từ A, B, C. Chứng minh rằng: 
a)OA I EF,OB I FD, OC I DE. 
b) Diện tích tam giác ABC bằng tích số của # với chu vi tam giác 
DEE. 
e) Trong tam giác lấy điểm P sao cho các tam giác ABP, BCP, 
ACP có diện tích bằng nhau. Chứng minh rằng P là trọng tâm của tam 
giác. 
Hướng dẫn 
a) Chứng minh EF song song với tiếp tuyến của đường tròn tại A. 
Hai trường hợp kia tương tự. 
b) Trước hết, ta có kết quả sau đây: Xét tứ giác ABCD, giả sử ø 
là góc giữa hai đường chéo AC và BD, khi đó: 
SAncp = SAC.BDsinð. “9 


Đặc biệt, khi AC L BD, ta có Sagcp = 2AG.BD., Để chứng mình (*), hãy 
gọi O là giao điểm AC và BD, để ý rằng hai góc bù nhau thì có sin bằng 
nhau, sử dụng công thức Saog = 2 OA.OB.si Ò, và 


các hệ thức tương tự. 


Áp dụng kết quả (*) cho các tứ giác OEAF, OFBD, ODBC ta suy? 
ra điều phải chứng minh. 

e) Hai tam giác ABP, ACP có chung đáy AP và có diện tích bằng; 
nhau nên hai đường cao BM, CN bằng nhau, suy ra hai tam giác BMI,, 
CNI bằng nhau, do đó I là trung điểm BC. 


Nhận xét. Trong câu (b), ta đã sử dụng công thức diện tích của 4! 
tam giác AOB, AOD, COB, COD để đi đến công thức 


ĐABCD = 2 AC.BDainđ Ề 
Kết quả này rất thường được sử dụng trong nhiễu bài toán. 


Bài 5ð. Chứng minh hai công thức về đường phân giác sau đây: 


A 
KhnE 7 bit = 2 lbep(p~a) 


)b= Ẫ = Ầ 
lề. b+c b b+c 
Giải 
3bec,s. 
a) Chứng minh /„ = 
b+c 


Cách 1. Gọi AD là phân giác góc A của tam giác ABC, theo công” 
thức tính diện tích ta có SAsc =SAnp +SAcp hay 
: bcsin A = : b2, sin Ễ # : cJ„sin Ỗ : 
2 2 3z 32 2 
: Ý NÂU CO s sỂ & Ẩn 
Do sinA =2sin ÿ 1w k2 Ä nên đăng thức trên trở thành 


12pcsin Son Š =1 /p+ejl, sind :, 
2 b) ø. SỞ 2 


2bccos ñ 
Suy ra / =————D— 
° : b+c 
Cách 2. Áp dụng Định lí hàm số sin cho tam giác ADB : 
j — DB 
sinB si 


: SÀNG  B 
Vị AI) là phân giác nên A=. ra 
DC+DB _b+c hay: Dũ = AC” 
DB lÒ b+c 


Vậy 
DB.sinB_ acsnB  c2RsinA.sinB 


sn 2 (b+e)sin 2 (b+e)sin 


c.2sin ở COS - (2RsinB) 2bccos ` 
3 2 = F4 


(b+ebn 2 (b+c) 


A Cách 3. Kẻ DE song song với 
AB cắt AC tại E. Khi ấy tam 


Ẹ giác AED cân vì có góc 
„ bằng góc DAE (cùng bằng 
DAB). Suy ra AE=DFE. Áp 


€Œ dụng định lí Ta-lét ta có 
AE_DE_ CE _ẨAC-AE _¡_ AE 
AB AB AC AC AC 

Suy ra —_¬ hay AE= = Ẫ 

€ 


D 


b+c 
Gọi K là trung điểm AD. Do tam giác ẠDE cân nên 
A _ 2bc A 
1= AD=2AK =2AE.cos—=———cos—. 
2 btẹc 2 


bì Chống ranh j = PC), 
b+c 

2 2 
A HỆ SH” ung 

2bc 
b+c?-a? (b+c)2-aˆ 

2c 2b 
_(b+c+a)b+c-a) _ 2p(p-a) 

2bc bổ ˆ 


Từ định lí hàm số cos ta có cosA = 


1+cosA =l+ 


ADE 
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Do l+cosA = 2cos"Ô (sử dụng công thức cos2œ = 2cos2œ - 1 ở bài 22) 


nên ch. = j9 . Vậy ta có 
2 bc 


A 
tr Khang: Ì _Š bep(p—a) 


M b+c „ b+c 


Bài 6. Cho tam giác có độ dài ba cạnh là a, a + d, a + 2d và có diện tíchh 
S. Tính các cạnh và các góc của tam giác này theo d và S. 
Tính ra số cụ thể khi d = 1, S= 6. 
Hướng dẫn. 

Đặt b=a+d,e=a+2d=b+d. Theo công thức Heron ta cóó 
8? = (3b2/4)(b?/4 — d?). Đây là phương trình bậc hai theo bỂ. Phươngg 
trình này phải có nghiệm dương, do đó 

bề = 2(d +xJd' +4S? /3 ). 
Từ đó suy ra các cạnh theo a và 5. 

Ta có sinA = 2§/bc, sinB = 28/ac. Vì c là cạnh dài nhất nên haii 
góc A (đối diện cạnh a) và B (đối diện cạnh b) phải là các góc nhọn. Cuốii 
cùng, C = 180? - A - B. 

Khi d = 1, S = 6, tính được b = 4. Suy ra a = 3, c = 5, A = ớ, với 
ø là góc có sin bằng 3/5. Suy ra C = 909, B = 90°~ ø. 


o__ Trong hai bài toán sau đây, ta sử dụng công thức trung tuyến. 


Bài 7. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng: Điều kiện cần và đủ để 
tam giác ABC vuông tại A là mỹ +mệ=5m2. 


Giỏi 
Áp dụng công thức tính trung tuyến trong tam giác ta được: 
h : l9 mà J8: j3 #4 ,„Ð. võ 
mỹ +m2=5m‡ ©> a“+c b h- +” G be” a 
: 2 4 8 4 2 4 


Biến đổi và rút gọn được a2 = bề + c°, đó chính là điều kiện cần và đủ để 
tam giác ABC vuông ở A. 


Bài §. Cho ABC là một tam giác sao cho ÁCH =2ABC. Gọi D là một 
điểm trên cạnh BC sao cho CD = 9BD. Kéo dài đoạn AD và lấy E sao cho 
AD = DB. Chúng minh rằng CB + 180°=3EBC, 
l Giải 
Gơi H là trung điểm của CD, dễ thấy ABEH là hình bình hành. 
Trên B€ kéo dài, lấy điểm G sao cho CG = CA. Đặt 
JBD = DH = HC =z⁄3, CA=b, AB =c, 
BE =AH =x, AD = DE = y và CE =z. 
Vì 2AHC = ACR =CAG + CGA = 2CGA, ta có các tam giác ABG và 
CAG động dạng. Vậy AB/BG = CA/AG, hay cẰ=b(a+b). (1) 
A Áp dụng công thức trung 
tuyến vào các tam giác 
ACD, ABH và CDE, ta 


được 
x.=. 
bỂ +ựi =3x LỆNT TP, (3) 
22 
Xu Y= - 
X+(=23y“ + ,„ (8) 
Mã ly 
EÀ 
: ; ; 2a“ 
y?+z?=9c° c . (4) 
9 


Khử y từ (2) và (3) ta có 


2a? 
x”+ c?+ 9b2 = 4x”+ “ 
3 
Kết hợp với (1), ta có °“ =(b+ Wh-Ÿ), (5) 
Eì 
Khử v từ (3) và (4) ta nhận được: 
Ũ 9 2 2 
x?°+c2+3z?= 4c? + _ 


Kết hợp kết quả này với (1) và (5), ta có z = b + 2a/3. Từ đây và (5), ta 
suy ra x” = z(2 - a) hay BE? = CE(GE - BC) = CE.EP, trong đó P là điểm 
trên CB sao cho CP = BC. Như thế, 5, BE/CR = EP/BBE. Vậy các tam giác 
BEP và CEB đồng dạng, vì BI:P = CEB. Suy ra 


1+9 


BCB = ÊBP = BC ~- (1e0'~ ECB.. 

Cuối cùng, ta được ECB + 1800 = 2EBC. 
PI. Cho tam giác ABC. Chứng mỉnh rằng: 

a) Góc A nhọn khi và chỉ khi a? < b? + c?. 

b) Góc A tù khi và chỉ khi a? > bỶ + c?. 

c) Góc A vuông khi và chỉ khi a? = b° + c?. 
P2. Cho tam giác ABC vuông ở A. Phân giác góc B cắt AC tại E. Đặtt 
ABE = ơ. Kéo dài BA, trên tia BA lấy F sao cho AF = BC = a. Gọi D là 
đỉnh thứ tư của hình chữ nhật FACD, ta có DF = AC = b. Đặt AB = c.. 
Chứng minh các công thức , 

sinơ = 2sinœcosơ. q)) 
cos2ơ = 2cos”œ — 1. (2) 

P3. Chứng minh rằng trong mọi tam giác ABC ta đều có: 

a) a = b.cosC + c.cosB ; : 

b) bŸ — cŸ = a(b.cosC — c.cosB) ; : 

e) (bỂ — c2)cosA = a(c.cosC — b.cosB). 
P4. Một tam giác có bán kính đường tròn ngoại tiếp R và ba cạnh a,, 
b, c thoả mãn R(b + c) = axbc. Tính các góc của tam giác. 
P5. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Chứng minh rằng 

GA?+GB +GC? =.° +b?+c?). 

P6. Giải tam giác ABC biết: 

a)b= 4,5, A=300, c=?s° 

b)a = 137,5, B=88°, C=57Ẻ. 
P7. Từ đỉnh C của một ngọn đồi, người ta dựng một cái tháp thẳng; 
đứng có đỉnh B, cao 100m. Một người quan sát đứng ở mặt đất, nhìm 
thấy BC dưới một góc nhìn là 30°. Cho biết góc nhọn mà AB hợp với mặt. 
đất là 609. Xác định chiều cao h của ngọn đồi. 
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P8. Cho hai đường thẳng xOx, yOy. Một điểm A di động trên xx, B 
di động trên y'y sao cho AB có độ dài không đỗi. 

a) Tìm quỹ tích tâm các đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB. 

b) Đường vuông góc với xx kẻ từ A và đường vuông góc với y'y kẻ 
từ B cắt nhau tại C. Tìm quỹ tích điểm C. 

c) Hạ AA' vuông góc với yy, BB' vuông góc với xx. Chứng minh 
rằng tứ giác AA'BB' nội tiếp trong một đường tròn có bán kính không 
dỏi. Suy ra A'B' không đổi và tìm quỹ tích tâm H của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác OA'B.. 

P9. Cho tam giác ABC cóa=7,b=8,c= 6. Tính h, và mạ. 


PI0. Cho tam giác ABC có cạnh BC bé nhất đến mức có thể được, miễn 
là nó phải có điện tích bằng k không đổi và góc A=Ð9 cho trước. Tính 
các cạnh AB và AC. 
PII1. Tính điện tích một tam giác, biết hai cạnh a, b và độ đài 7 của 
phân giác góc giữa hai cạnh đó. 
P12. Xét tất cả các tam giác ABC có đáy AB cố định, góc C không tù và 
độ dài tất cá các đường cao kẻ từ C đều bằng hằng số h. Trong các tam 
giác này thì tam giác nào có tích độ dài ba đường cao lớn nhất? 
P13. Gọi rạ.n,,r„ lần lượt là bán kính đường tròn bàng tiếp ứng với : 
các góc ABC của tam giác ABC. Gọi S là diện tích tam giác ABC. Chứng 
minh: 

a) S=(p~a)r„ =(p—b)n, = (p~c)r 


b)S=pp =-t< 


Tp +T, 
P14. Cho tam giác ABC có cạnh BC = 1. Đặt 
SA = sin(A/2), eA = cos(A/2), sB = sin(B/2), eB = cos(B/2). 
Giả sử ta có sA?5cB!8 = sB?3cA'8, Tính độ dài cạnh AC. 


P15. Cho tam giác ABC có diện tích bằng 1. Gọi AH là đường cao, M là 
trung điểm BC và K là giao điểm của phân giác góc A với đoạn thẳng 


BC. Giá sử [AHMI] = 1/4,[AKM]=1- s5 /3. Tính các góc của tam giác 
(ở đây, [.] là kí hiệu diện tích). 

PI6. Chứng minh đẳng thức: 

a?+b°+c?= 2p” - 2r” - 8Rr, 

với a, b, c, r, R, p lần lượt là độ dài 3 cạnh, bán kính đường tròn nội tiếp, 
ngoại tiếp và nủa chu vi của một tam giác. 

PIZ. Chứng minh rằng trong một tam giác bất kì, bình phương 
khoảng cách từ tâm đường tròn nội tiếp đến trọng tâm của tam giác đó 


gà QÍ 
luôn luôn băng gíP +ấr? ~16Rr]. 
§ 2... PHƯƠNG TÍCH, TRỤC ĐẲNG PHƯƠNG, TÂM ĐẲNG PHƯƠNG 


2.1. Tóm tắt kiến thức 
« Cho đường tròn tâm O, bán kính R và một điểm M cố định, MO = d. 
Một đường thẳng di động (m) đi qua M, cắt đường tròn tại hai điểm 
A và B. Khi đó, tích vô hướng MA..MB là một số không đổi, và 
MA.MB = dˆ”—RẺ. 
Tích vô hướng MA.MB được gọi là phương tích của điểm M dỗi uới 
đường tròn (O), kí hiệu 2uyoy= MA..MB = đ? - RẺ. 
s_ Đểtính phương tích “MIO) ta cần nhớ: 
a) Nếu có cát tuyến MAB thì :Zjqyoy = MA.MI. 
b) Nếu biết MO = d và bán kính đường tròn là R thì 
22 mo, = d°— RẺ, 
e) Nếu M ở ngoài đường tròn, biết độ dài tiếp tuyến MT thì 
#Muoy = MT. 
đ) Ta quy ước: .ZM/¿oy = 0 khi và chỉ khi M nằm trên (O!. 
e) Nếu M ð ngoài đường tròn (d > I), phương tích là một số dương: 
“uoy= MA.MB = MA.MB. 
0 Nếu M ỏ trong đường tròn (d < R), phương tích là một SỐ âm: 
“Noi = MA.MB = -MA.MB. 
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Điều kiện bón diêm cùng thuộc một dường tròn 


Cho hai đường thẳng AB và CD cắt nhau tại một điểm M. Khi đó, 
bốn điểm A, B, C, D cùng thuộc một đường tròn nếu và chỉ nếu 
MA.MB = MCMD. 

Trục dẳng phương của hai đường tròn 

Tập hợp các điểm có cùng phương tích đối với hai đường tròn là một 

đường thẳng vuông góc với đường nối tâm, ta gọi đường thăng này là 

trục dẳng phương của hai đường tròn đó. 


Cách dựng trục dẳng phương 

'* Nếu hai đường tròn đồng tâm, có bán kính khác nhau thì với mọi 
điểm M, OM" - R? # OMẺ - r?, do đó, tập hợp các điểm M có cùng 
phương tích với hai đường tròn là tập rỗng. Điều này có nghĩa hai 
đường tròn đồng tâm, có bán kính khác nhau thì không có trục đẳng 
phương. 

** Nếu hai đường tròn giao nhau tại hai điểm (A và B), trục đẳng 
phương của hai đường tròn này chính là đường thắng nối hai giao 
điểm đó, đường này vuông góc với đường thăng nối hai tâm. (Do A, l3 
thuộc hai đường tròn nên phương tích của hai điểm A và B đói với 
hai đường tròn đều bằng 0.) 


** Nếu hai đường tròn tiếp xúc nhau (tại A), trục đẳng phương của 
chúng là đường thẳng đi qua tiếp điểm và vuông góc với đường thắng 
nói hai tâm, đó chính là tiếp tuyến chung của hai đường tròn tại 
điểm A. (Do A thuộc hai đường tròn nên phương tích của A đói với 
hai đường tròn cùng bằng 0.) 


ì " =) 


* Nếu hai đường tròn (O,) và (O¿) 

không giao nhau, ta có thể xác định 

trục đẳng phương của chúng bằng 
cách vẽ một đường tròn thứ ba là (O;) 
giao với cả hai đường tròn đó. Gọi P là 
giao điểm của trục đẳng phương (O,) và 
(O;) với trục đẳng phương (O;) và (O;). 
Khi đó, trục đẳng phương của (O,) và 
(O,) là đường thẳng qua P và vuông góc 
với đường thẳng nối hai tâm của (O;) và 
(O;). 
se Tâm đẳng phương 
Trong trường hợp có 3 đường tròn (O,), (O;) và (O;) có các tâm tương 
ứng là O, , O; và O; không thẳng hàng, ta cũng dễ thấy 3 trục đẳng 
phương của 3 cặp đường tròn đồng quy tại một điểm (như hình trên, 
đó chính là điểm P). Ta gọi điểm này là fđm đẳng phương của 3 
đường tròn. Ta thường sử dụng £đm đẳng phương đễ chứng mình ba 
đường thẳng đồng quy. 


2.2. Một số dạng toán 
Bài 9. Cho đường tròn tâm O bán kính R và k là một số thực. Tìm tập 
hợp các điểm M sao cho .⁄M„(oy = k. 
Giải 
ZMxo =k @ MO?- R?=k © MO?= R?+k. 


Nếu R” + k >0 thì tập hợp điểm M là đường tròn tâm O bán kính 
bằng VRˆ +k. 

Nếu R? + k = 0 thì tập hợp điểm M là một điểm O. 

Nếu R? + k <0 thì tập hợp điểm M là tập rỗng. 


Bài 10. Cho (d) là đường trung trực của đoạn AB và điểm M di động 
_ Ẫ 1 Ö r Tà 
trên (d). Lấy điểm N trên tia AM sao cho AM.AN = 5 AB. Tìm quỹ tích 


điểm N. 
Giải 
Gọi O là trung điểm AB. Từ giả thiết ta suy N 
ra AM.AN = AO.AB. Vậy M,N, B, O cùng thuộc 
một đường tròn. Mà góc MOB vuông, nên góc 
MNB cũng vuông. Suy ra N thuộc đường tròn 
đường kính AB cố định. Khi M trùng O thì N 
trùng B, khi M chạy xa vô tận trên đường trung 
trực (d), N tiến tới gần A, nhưng không trùng với 
điểm A. 
Đảo lại, lấy N tuỳ ý trên đường tròn đường 
kính AB, nhưng khác với điểm A. Gọi M là 
^ B giao điểm của đường thẳng AN với (đ). Ta có 
BN L AM và MO L AB nên suy ra NMBO 
là tứ giác nội tiếp. Từ đó, 
tà AM.AN =AO.AB= AB 
Vậy N là điểm thoả mãn điều kiện đề bài. 
Tóm lại, quỹ tích các điểm N là đường tròn tâm O, đường kính 
AB, ngoại trừ điểm A. 
Bài 11. Cho A, B, C và D là bốn điểm phân biệt trên một đường thắng 
và được sắp theo thứ tự đó. 


Các đường tròn đường kính AC và BD cắt nhau tại các điểm X vàà 
Y. Dường thẳng XY cắt BC tại Z. Cho P là một điểm trên đường thẳng z 
XY khác Z. Đường thẳng CP cắt đường tròn đường kính AC tại € và M,, 
đường thẳng BP cắt đường tròn đường kính BD tại B và N. 
a) Xét trường hợp PzX,P#Y. 
a,) Xét vị trí của hai đường thẳng XY và AD. 
a;) Chứng minh PM.PC =PN.PB. 
aạ) Giá sử AM XY ={K}. Chứng minh PM.PC = PK.PZ. 
a, Giả sử DN@XY = !K'). Chúng mỉnh PN.PB = PKPZ. 
a;) Chúng mỉnh rằng các đường thắng AM, DN và XY dòng quy. 
b) Xét trường hợp P trùng X hoặc P trùng Y. Kết luận (a;) còna 
đúng hay không? 
Giải 
a) Xét trường hợp P#X.,P+zY. 
aj) XY L _AD vì XY là trục đẳng phương của hai đường trònn 
đường kính AC và BD. 
a;) Do XY là trục đẳng phương của hai đường tròn đường kínhh 
AC và BD nên PD có cùng phương tích với hai đường tròn này, nghĩa là 
PMPC =PN.PB. (1) 
Đồng thời, XY L AD kéo theo góc PZD = 90". 
a¿) Vì M nằm trên đường tròn đường kính AC nên các góc AMC} 
và KMC vuông. : 
- Vậy KMC = K7C = 90. Suy ra bốn điểm K, M,C, Z cùng thuộcc 
một đường tròn mà ta gọi đường tròn đó là (v). 
Xót phương tích của điểm P đối với vòng tròn (v) ta có : 


PM.PC = PK.PZ. (21) 
a,) Tương tự, nêu DN“XY ={K'} thì 
PN.PB= PK”PZ. (3)) 


as) Từ (1), (9) và (3) ta có PK.PZ = PK*.PZ. 

Do P#Z nên K = K. Vậy AM, DN, XY đồng quy. 

b) Trường hợp P = X. Khi đồ M=X và N=X. Do vậy AM, DN vài 
XY đỏng quy. Trường hợp P = Y đươc xét tương tự. 
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Bài 19. Cho hai điểm D và E Lương ứng nằm trên cúc cạnh AB và AC 
của tam giác ADC sao cho D BC. Gói D là điểm bất kì nằm bên trong 
tam giác ABC Cúc đường thẳng PB và PC lần lượt cắt DE tin F và G. 
Nếu ©Öy là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác PDG và O; là tàm đường 
tròn ngoái tiếp tam giác PEE, hãy chúng mình rằng AP L O,O, 


A Giải 


Gọi M là giao điểm thứ hai 
của AB với dường tròn ngoại 
tiếp tam giác DPG; gọi N là 


giao điểm thứ hai của AC với 


đường tròn ngoại tiếp tam 
N giác EPF. 


ZZ Dễ thấy DMP=DGP vả 


DGP = BCP, do đó 
DMP = BCP và bến điểm 

8,C, P,M cùng nằm trên một đường tròn. Tương tự, B, C, P, NÑ cùng 
nằm trên một đường tròn. Như vậy bến điểm B, €,M,N cùng nằm trên 
amỏt đường tròn, suy ra DMN bù hoặc bằng BCN. 

"Theo tính chất song song, ta có BCN = DI:N , từ đó bốn điểm D, 
1ý,M,N cùng nằm trên một đường tròn. 

Tiếp theo, áp dụng dịnh lí về trục đẳng phương cho các đường 
tròn ngoại tiếp DGP, EPF và DEMN để chứng tô rằng DM£SEN = A 
nằm trên trục đẳng phương của các đường tròn ngoại tiếp PDG và PEE, 
từ đó suy ra AP 1L. O,O;, điều phải chứng minh. 
Bài 13. Cho đường tròn (O) với hai dây AB, CD cắt nhau tại M. Qua 
trung điểm S của BD kẻ SM cắt AC tại K. Chứng tỏ rằng: 


AMẺ _ AK 
CM ` CK' 
Giải 


Đặt x xử „ ta có: 
CK 


9 
ÄÑ 


MK=_~L MA+„Ï-ME. 0) 
l+x l+x 
Do MK cùng phương với MS nên có 
số / để 


MK =!.MS= 2(MB+MD). 


Ta lại có MA.MB = MC.MD =a >0 


qa a 


nên: MB=_— >MA, MD=-— zMC 
MA MC 
từ đó ta được 
ME--_“ MX-..” Mỹ. (2) 
2MA 2MCˆ 
Đến đây, (1) và (2) cho ta: 
¡MP al . 
l+x  2MA' 
DU CA .. 
l+x 2MC?` 
Suy ra x= na , ta có điều phải chứng minh. 


Bài 14. Tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O,) bán kính R. Đường 
tròn (O;) tiếp xúc ngoài với đường tròn (O,) và tiếp xúc với hai cạnh CA, 
CB kéo dài. Chứng minh hệ thức: 


bsn| B+ SÌ 
—=|—=-—¬ =(2R+rỳ. 
sinB 


mẻ VÔ || sz 
sin —| sin ~ 
2 


Giải 
Gọi K là điểm tiếp xúc của (O;) với CA. 
'Từ tam giác vuông CO;K ta có: 


sin 


»MỊ 


Vì AMC = B,nên 
K Ẩ € MAC = 1aơ' ~[B+^Ì, 


Theo Định lí hàm số sin trong tam giác BCM, ta có: 


bin|B+ 3) ` bửn|B+ s] 
CNLS —S——S, Ötitđ6/ ĐA MS TS ==— KẾ, 


: —=e n 
sinB sin_ sinB 


Từ phương tích của điểm O; đối với đường tròn (O,) ta có: 
O,C.O,M = O,N.O;F hay 


øsn| B+ 
m. . ` 2 =(R+rỳ. 
Sin — | sin-— sinB 
2 2 


P18. Xét mệnh đề sau: Cho hai đường thắng AB và CD cắt nhau tại 
một điểm M. Khi đó, bốn điểm A, B, C, D cùng thuộc một đường tròn 
nếu và chỉ nếu MA.MB = MC.MD. Mệnh đề này có luôn đúng không, tại 
sao? 

P19. Cho đường tròn (O ; R) và một điểm A cố định không nằm trên 
đường tròn. Gợi BC là một đường kính thay đổi của (O ; R). Chứng minh 
rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC luôn đi qua một điểm cố định 
khác điểm A. 

P20. Cho hai tứ giác nội tiếp ABCD và CDEF. Nếu ba đường thẳng 
AB, CD, FE đồng quy thì tứ giác ABFE cũng nội tiếp. 


P2I. Cho tam giác ABC có AB = 13, BC = 14, CA = 15 và có đường cao 
AH. 
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a) Tính diện tích 8 của tam giác ABC, 

b) Tính bán kính Tš của đường tròn ngoại tiếp Lam giác AIC. 
e) Tính AH. 

d) Tính bán kính r của dường tròn nội tiếp tam giác ABC. 
e) Tính “1w trong đó (M) là dường tròn đường kính BC. 


P22. Cho hai đường tròn ngoài nhau. Chúng mình rằng 4 trung điển 
của 4 đoạn tiếp tuyến chung (tức là đoan thẳng nối hai tiếp diem cú:a 
cùng một tiếp tuyến) nằm trên cùng một dường thắng. 

P23. Cho tam giác ABC, bên ngoài tam giác này, vẽ các tam giác câm 
BCD, CAE, ABF có các cạnh đáy tương ứng là BC, CA, AB. Chứng minlh 
rằng ba đường thẳng vuông góc kẻ từ A, DB; € tương ứng xuống EF, FD), 
DE đồng quy. 

P24. Gọi BD là phân giác góc B trong tam giác ABC, D nằm trên AC. 
Đường tròn ngoại tiếp tam giác BDC cắt AB tại E, đường tròn ngoại tiếpp 
tam giác ABD cắt BC tại F. Chúng minh rằng AE = CF. 

P25. Trong đường tròn (O) cho hai dây cung Al3 và CD cắt nhau ở I 
sao cho AI = 12, IB = 16, CD = 35. Tính CI và ID. 

P26. Gọi M là giao điểm của hai đường chéo AC, BD của tứ giác lỗi 
ABCD. Đường phân giác của góc ACD cắt tia BA tại K. Giả sử MA.MC + 
MA.CD = MB.BD, chứng minh rằng BKC=CBD ' 


P27. Các cạnh của tam giác ABC thỏa mãn điều kiện 


BC = AC + _ 


Điểm P chia cạnh AB theo tỉ số 3: 1. Chứng minh PAC =2CPA. 
P28. Cho tam giác ABC. Một đường tròn tâm O đi qua các điểm A và Ơ 
và lại cất các đoạn AB và BC theo thứ tự tại hai điểm phân biệt K và N. 
Giả sủ các đường tròn ngoại tiếp của các tam giác ABC và KBN cắt 
nhau tại đúng hai điểm phân biệt B và M. 

Chứng minh góc OMB vuông. 


P29. Cho tam giác ABC vuông tại A có đường cao AH. Đặt 


60 


AHD =œ, AC =b, Gọi (O2), (Ó,), (Ớ2) lân Tượt là các đường trôn có đường 
kinh lần lượt là AB, AC, và BC 


“Fĩnh Z6 00a) VÀ 26p theo b và e 


P3Ó0. Cho dường tron (O0 ¿ R) và một điểm PP năm bên trong đường tròn. 
Chủ hài dây cũng thay đối AB và GŨ luôn luôn dĩ quái ÍP và vuông góc với 
nhu 

a) Chứng mình rằng AB” +® CD” = 1đ - ⁄2zoj). 

b) Chứng mình rằng DA” + PBỶ + PC”+ PDỶ” không phụ thuộc 
vào vị trí nủa các điểm Ð. A, B, €, D (miễn là AB và CD luôn luôn di qua P 
và vuông góc với nhau). 


P31. Cho hình bình hành ABCD, lấy hai điểm tùy ý A' và B' trên cạnh 
AB. Các đường thăng CA' và DB' cắt nhau ở P. Chúng minh răng đường 
thẳng đi qua P và song song với BC là trục đẳng phương của dường tròn 
ngoài tiếp tam giíc PAA' và tam giác PBB'. 
P32. Cho diễm P ngoài đường tròn (O), một đường thẳng thay dồi qua 
P cắt (O) tại hai điểm A và B. Các tiếp tuyến của (O) tại A và B cắt nhau 
öM. Kẻ MH vuông góc với PO. 

a) Chúng minh rằng năm diễm O, A, B, M, H nằm trên một 
đường tròn. 

b) Chứng minh rằng H là điểm có định khi dường thẳng PAB 
thay đối, Lừ đó suy ra quỹ tích của điểm M. 

€) Gọi I là trung điểm của AB và N là giao điểm của MH với AB. 
Chúng mỉnh rằng PA.PB = PILPN. 

d) Chứng minh: IP.IN = IA°. 
P33. Cho tam giác ABC. Gọi AH là đường cao, kẻ HE L AB và HE L AC. 
Cho ISF cắt BC tại điểm I. 

a) Chúng mình tứ giác BCFE nội tiếp. 

bì Gọi đường tròn (Õ) ngoại tiếp tam giác ABC và (O) là đường 
tròn đường kinh AH. Chứng minh ï là giao điểm hai true đẳng phương 
của hai đường tròn này. 
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€) Giả sử (O) và (O') cắt nhau tại A và D. Chứng minh rằng 1, D,, 
A thẳng hàng. 
P344. Gọi Dlà điểm nằm trên cạnh AC của tam giác ABC. Chứng minh 
rằng AB?.DC + BC?.AD - BD?.AC = AC.DC.AD. 

Chú ý. Kết quả của bài này sẽ được sử dụng trong P35, P36, P37, 
P38 dưới đây. 
P835. Cho tam giác ABC có BC = 9.AC - 9.AB và D là điểm nằm trên 
cạnh BC. Chứng minh rằng ABD =2ADB nếu và chỉ nếu 

BD =3CD. 
P36. Cho ABC là một tam giác không cân. Các đường trung tuyến kẻ 
từ A, B, C lần lượt cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác tại các điểm thứ 
hai L, M, NÝ Giả sử LM = LN, hãy chứng minh 
2BC? = AB? + AC?. 
P37. Trong tam giác ABC, kí hiệu A, B, C là số đo ba góc và a, b, c là 
các cạnh đối bương ứng, giả sử b = sia + c), chứng minh 
cos(A - C) + 4cosB = 3. 


P38. Cho bốn điểm A, B, C, D theo thứ tự cùng nằm trên một đường 
thẳng. Một dường tròn (k) đi qua hai điểm B, C sao cho AM, AN, DK và 
DL là các tiếp tuyến của (k). 

a) Chứng minh rằng các điểm 

P=MNÍ\ BC và Q = KL() BC 

không phụ thuộc vào đường tròn (k). 

b) Giả sử AD = a, BC = b (a > b) và đoạn thẳng BC di chuyển trên 
đoạn AD, tìm độ dài bé nhất của đoạn thẳng ?q. 


P39. Cho R, r lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp 
của một tam giác. Chứng minh công thức Buler sau đây: 


d°=R?—2Rr. 


LỜI GIẢI HOẶC HƯỚNG DẪN CÁC BÀI TẬP CHƯƠNG 2 


S1. Ta chứng minh a). Tiến hành tương tự cho b) và c). Trong tam 


giác ABC, góc A nhọn khi và chỉ khi cosA > 0. Ta có 
lv uổi s2 
shnAis teác TẾ CS © a?<b?+c:. 
2bc 


82. HD: Ta có: 
: 2b a+c 2b(a+c) 2b(a +c) 
2sinøcos#ư = ——. = —= 5 z 
BD BD BD“ (a+c)“+b 
___ 2b(a+c) _ 2b(a+c) b_ AC 
a°+2ac+c2+b°” 2a2+2ac a BC 
Như vậy ta có công thức sin2œ = 2sinœcosœ. Ta có 
2(a+c)? ca 2(a+e)” - 
BD? (a+c)°+bể 
_ 2(a +c)? T 
2a(a +c) 


=sin2œ. 


2cos2oœ - 1= 


Œ 
l1=— = cos2u. 
a 


Như vậy ta có công thức cos2œ = 2eos2œ - 1. 

S8. — a) Trong tam giác ABC, theo định lí hàm số cosin ta có: 
bÊ—=aˆ2 +c?— 2ac.cosB 
©?=a? +b2— 9ab.cosC 


HH ng 

eeosB=®- TT 

° #3, 8 

becosC_S-+EÐ =£., 
2a 


Cộng về với về hai đẳng thức trên ta được: 
c.cosB + b.cosC 
= a2? +c2 -b2+a2?+b2—c? + 2a? 
2a 2a 
b) Áp dụng định lí hàm số cosin có: 


bÊ= a2 + c? - 2ac.cosB H 
c? =a2 + bể ~ 2ab.cosC. 
Trừ về với về ta được: 


63 


2 - bÊ+ 2ab.cosC — 2ac.cosl3 


2(bỂ - c”) = 9a(b.cosC - e.eosB) 
b2 - c°= a(b.cosC - e.cosB). 
e) Ta có: AH = c.cosA ; HC = a.cosŒ. 
Vì b= AH + HC nên 
b= c.cosA + a.cosC = c.cosA =b- a.cosỂ 


= c”.cosA = be — ac.cosC. (q1) 
Tương tự, 
c= a.cosB + b.cosA = b.cosA =e-~ a.cosB 
= bẺ.eosA = be - ab.eosB. (2) 


Từ (1) và (2) ta được b2cosA — c®cosA = 
= be - ab.eosB - be + ac.cosC, 


suy ra (bỂ ~ e”)cosA = a(e.cosC - b.cosB). 


S4. Ta có a = 9R.sinA, do đó, đẳng thức Rtb +e) =avbc trỏ thanh 


>(b+el= sinA. vbe (1). Mặt khác, 
stb+e) > vbc, (2) 


đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi b = c; đằng thời, cũng có 
sinA.Vbe < xbc, (3) 
đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi A = 900. 
Do đó, để (1) xảy ra thì đẳng thức ở (2) và (3) phải đồng thời xảy ra, 
nghĩa là phải có b = c và A = 900, B = 45, C = 45". 


3 
S5. Vì G là trọng tâm tam giác nên GA =—m,. Từ công thức 
3 


= 2(b?+c”)-a” 

xz. Ha 

Ai ao : `. - 

4 2(aˆ+c )-b ,GC?=— mệ „25 +bˆ}—e 
9 9 9 9 

Cộng các đẳng thức trên ta suy ra điều phải chúng minh. 


£ Ẫ 4 
đường trung tuyên suy ra GA?= Phá . Tương tư, 


GBỶ = 


S6. a) B =1809- (A + Ở) =75° nên AABC cân đỉnh A, suy rì 


6% 


AB=AC= 4,5. 
“Theo định lí hàm số sin: 
a b bấinA 450/5 „. 
: == a=———x 2,3. 
sinA_ sinB sinl 0,97 
b) Â = 180 - (B+€)= 1809 - (839 + 679) = 40P; 
T asinB 137,5.0,9925 


~Ð199 ;¡ 


sinA ` 0/6427 
= KD Lh 137,5.0,8387 x179,4. 
sinA 0, 6427 — 


SẰ7. HD: Hạ AH L BC (kéo đài). Ta cần tính CH. 
A ABC là tam giác cân, do đó AC = CB = 100m. 
Xét tam giác vuông AHC: 
CH = AOsin30° = 100.2 = ð0 (m). 


S8. HD: 


a) Quỹ tích tâm I của đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB là 


đường tròn tâm O, bán kính Ö) = 


b) Quỹ tích các điểm C là đường tròn tâm O, bán kính 
a 


sina 


#— vớiø=AB, z = AOB. 
ở 


e) Ta có AB' = acosz không đổi. Quỹ tích các điểm H là đường 


acosơ 


tròn tâm O, bán kính 3= — : 
sinø 
S9. Ta có: 


= \Qp(p-a)(p - b)(p—€) 


NT Thường 


28 _ 3/15 


_ 1 5 = 1 
Vì = 2 ahạ, ta có ° bệ ba 5 


. Từ đó, 


s_btc a" 82+6” ÿˆ 151 


9 4 8 4. ` 
Vậy m _- 


510. Đặt AB =c, AC =b, ta có 
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BC? =b?+c?- Øbc.cos8 = (b - c)ˆ+ 2bc(1 — cos 9 ). 
Mặt khác, k = 2 besin8 , do đó 


BC? =(b - e)” + 4k(1 — cos8 )/sin9.. 
Vì 4k(1 - cos9 )/sin8 không đổi nên BC bé nhất khi b = c. Vậy 


b=c= đ= (dok= Š ba ii ). 
sin8 3 


SI1. Gọi tam giác đã cho là ABC, cho phân giác CD = Ï. 


E Đặt BCA = 9z. Ta có 
ù SAnc = Spcp + ŠpcA =5 (a +b)sing. 
C , 

lề Kẻ đường thắng qua A và song song; 
CD, cắt BC tại E. Tam giác ACE cân 
lộ nên CE = b và AE = 2bcosz. Mặt. 

khác, 
CD_BC_p_2+b, 

^ D B AE BE 


z b š | 
Do đó cosz = 2*ĐJ, suy ra sinø = —L_.Í4a?b? -(a+b)2/?. 
Cung Anh MÔ 
Cuối cùng ta dược: 
Sec= @ * ĐỒ Íạa?p? —( +b)2/2. 
4ab 
S12. Kí hiệu như thường lệ, ta có e và h„ cho trước, do vậy 
§= đn, 
2 
là hằng số. Suy ra 8S” =(ah,)(bh,)(ch,) không đổi. Như thế, để tích 
h,h,h, đạt giá trị lớn nhất, ta cần có tích abc dạt giá trị nhỏ nhất, nghĩa 
là ab đạt giá trị nhỏ nhất, vì c được cho trước. 


Vì 8 không đổi nên ta có 2S = ab.sinC không đổi. Do đó, ab đạt 
giá trị nhỏ nhất khi sinC đạt giá trị lớn nhất. Theo giả thiết, góc C 
không tù (tức là nhọn hoặc vuông), mà trong những góc này thì sin lớn 
nhất là bằng 1, ứng với góc C vuông. 
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Vậy tam giác ABC thoä mãn đề bài là tam giác vuông tại C. 

S13. 
a) Gọi E là tâm đường tròn bàng 
tiếp tam giác ABC ứng với cạnh 
BC=a; gọi P.M,N là các tiếp điểm 
của đường tròn bàng tiếp này với 
cạnh BC. AB, AC tương ứng. Khi ấy 
ta có: 

S=StpA +ŠticA —Stpc 

_ AB.EM Ề ACEN BC.EP 

EÀ 2 2 

Tương tự, ta có: S=(p—a)r„ =(p— b)ry =(p—€)r. 


=(p-a)n,. 


b) Theo công thức tính diện tích trên, ta có 
S=pr=(p-a)rn =(p—b)n, =(p—c)1. 
Suy ra SỈ =p(p~a)(p—b)(p—e)rr,yr, hay S” =rr,r,r,, tức là 


S=m,nr,. 
* Mặt khác, ta cũng có 
đc 
aụ,V p-bp-c _ aS = aS _a8 _ 
pg+, 5 „ Š (p-e)+(p-b) 2p-(b+e)- acc 
p=È p~=c 


S14. Ta phải có hai góc A/2 và B/2 thuộc khoảng (0, z /2). Trong 
khoảng này, hàm sinx tăng thực sự vả hàm cosx giảm thực sự, do đó, 


nếu A/2> B/2 thì sin(A/3) > sin(B/2) và 
| 1 


cos(A /2) + cos(B/2) ` 
Điều tương tự như thế cũng xảy ra khi A/2 < B/2. Từ đó, suy ra đẳng 
thức ở đề bài chỉ xảy ra khi A/2 = B/2 và tam giác đã cho là cân. Vậy 
AC =1. 
S15. Giả sử AB > AC. Ta có BK/KC = AB/AC > 1, nên Knằm 
giữa M và C. Đặt MH = x. 


G67 


Khi đó, vì 
[AHMI] = 2 IABCI 


nên BC = 4x, suy ra 

BM = 2x, HC = x. C HK— M k 

Vì [AKM] = 1- x/3 /2 nên MK = (4 - 24/3 )x. Suy ra 

AB/AC =(BM + MK)/(MC - ME) 
=(6-9A3)/(9 J3 -2)= v3. 
Ta lại có AB? - BH = AH? = AC? - CHỆ, do đó 
AB2— AC? = (3x)° — xỶ. 

Suyra AC? = 4x?. Từ đó, AC : AB: BC=1: V3 :2. 

Vậy Â =90°, B = 300, € = 600. 
S16. Từ các công thức 


= KẾT, S=Jjp(p-a)(p—b)(p—c) ta có: 


2p? —2r? ~8Rr = 2p2 .... 
p P 
~zp2_ 2(P~8){p—b)(p-©) _ 2abc 
P P 
_ 2pˆ(a+b+c)—2p(ab + be + ca) 
` P 
=(a+b+c)”~2(ab + bc + ca) = a2 + bỂ +cŸ, 


S17. Cho AABC có trọng tâm G và một điểm M bất kì. Ta có kết quả 
sau: 


l 
3MG? = MA? + MB? + MC - 3 (AB? + BC? + CA”). 


Áp dụng kết quả trên, khi M = I là tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC, ta có : 
31G” =1A?+1IB? +IC? slAB? +BC? +CA?). 


Kẻ IK 1 AB thì AK = p — a. Tam giác AKL vuông ở K nên : 
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1A? =IK?+KA? =(p~a}  +r?. 
Tương tự ta có : 
IB? =(p—b}? +r2,IC? =(p— e)” +r?. Do đó: 


3IG? =(p~a}? +(p—b} +(p—c} +3rˆ — le? +bể +e? 
=3” ~p? + e? +b2+e?), 


Theo kết quả ở Ví dụ S16 ta có : 
31G =3r?—p? +$bp” ~2r2 ~§Rr}= si +5r2~16Rr). 


Vậy IG” =glb” +Sr2 ~16Rr} (đpem). Ạ 


S18. Không luôn luôn 

đúng. Ví dụ: Trên hình vẽ D 

bên, giả sử MC = MC. Rõ 

ràng hai đường thẳng AB và 

CD cắt nhau tại M và ta có: 
MA.MB = MC'.MD =MC.MD. 

Nhưng A, B, C,D không cùng thuộc một đường tròn. 


: B 
S19. Xét đường tròn (O) ngoại tiếp SÑw 
AABC. Vì O là điểm giữa của đoạn BC nên 13 
O phải nằm trong đường tròn (O). Gọi A'là „ Z—^ 


⁄ 


š 4 =. 
giao điểm thứ hai của đường thắng AO và 
đường tròn (O'), hiển nhiên O là điểm nằm 
bên trong đoạn AA'. Ta có 
Ổtbygy= OÀ.OÁ'~0B:0G = —RẺ. 
5 
Suy ra: OA'= nx không đổi. Vì OA và OA' là hai tia đối nhau, O và A 


cố định nên từ đây suy ra A' cố định. 
Vậy mọi đường tròn ngoại tiếp AABC thoả mãn điều kiện đầu bài 


luôn đi qua một điểm cố định khác điểm A. 
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S20. Gọi Q là giao điểm của ba đường thắng AB, CD, FE. 'Ta có 
QA.QB = QC.QD = QE.QF. 
Vì QA.QB = QE.QF nên suy ra tứ giác ABFE cũng nội tiếp. 


921. HD: 
a) § = 84 (Hê-rông). b) R = abc/ 4S = 65/ 8 = 8,12ã. 
c) h,=28/a = 12. đ)r=S/p=4. 


e) Gọi M là trung điểm BC, ta có 
ựy = HM”—MC” = AM”~— AH” - MCẺ =— 4õ. 


822. Gọi I là trung điểm của tiếp 
tuyến chung ngoài MN. Ta có 
IM =TN hay IM?= IN?, 

tức là Zxoy = ⁄Z4oy. Vậy điểm Ï nằm trên 
trục đẳng phương của hai đường tròn. 
Chứng minh tương tự cho ba trung điểm 
còn lại, chúng đều nằm trên trục đẳng 
phương của hai đường tròn ngoài nhau. 


S23. 
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Gọi (C,) là đường tròn tâm D bán kính BD, (€;) là đường tròn tâm E 
bán kính CE và (Œ;) là đường tròn tâm F bán kính AF. Đường thắng qua 
A vuông góc với EF là trục đẳng phương của (C;) và (C;); đường thẳng 
qua B vuông góc với FD là trục đẳng phương của (C;) và (C,); đường 
thẳng qua C vuông góc với DE là trục đẳng phương của (C,) và (C;). Ba 
đường thẳng này đông quy tại tâm đẳng phương của ba đường tròn, suy 
ra điều phải chứng minh. 

A 
S24. p 
Ta có AE x AB = AD x AC B C 
và CF x CB =CD x CA, suy ra 
AE/CF = (AD/CDBC/AB). 
Ngoài ra, AB/CŒB = AD/CD theo định lí 
về đường phân giác. Vậy AE = CF. 


S25. Ta có: IA.IB=]IC.ID, q) 
CD = CI +ID = CI = 32 - ID. ÿ\ 


Thay vào (1) ta được: ẻ “SP 2Í 
IDỶ - 331D + 199 =0 
= ID = 24 hoặc ID = 8. D 
B 


Vậy CI =8, ID = 24 hoặc 
CI=24, ID =8. 
S26. 
Gọi N là giao điểm của CK và BD. Áp dụng 
định lí về đường phân giác vào tam giác 


K 
MCD ta có 
CD = MC œCD= MC.DN 
DN MN MN 
Khi đó, ta được 
D , C 
Pái N2 MC.DN 
B c MB.MD = MA.MC + MA. 
V 


MN 


= MA.MC. ke 
MN 


Fõ\ 


hay MA.MC = MB.MN. Do M nằm bên trong tứ giác lồi ABCN, từ đó suy 
ra K, B, C, D cùng nằm trên một đường tròn. 

Vậy BKC=€BD. 
S27. Kí hiệu œ, ò, c tương ứng là ba cạnh đối của các đỉnh A, B, C 
trong tam giác ABC. Gọi (k) là đường tròn tâm C bán kính ð. Gọi D, E 
lần lượt là giao điểm của (k) với AB, CB. 


° Ề 


A 
Khi đó: 
#Miao = BE.(BE + 2ð) = c/2(c/2 + 2b) = BD.BA = BD.e. 
Suy ra BD = ö + c/4, do đó PD = BD - œ/4 = ð và DC = ö. 
Vậy PD = DC, hay tam giác PDC cân. 
Suy ra ø = 2/(xem hình), hay PAC =2CPA. 


S28. Gọi Plà giao điểm các đường thẳng AC và KN. Do 
KMA =BMA-—BMK = BCA -BNK = KPA, 
nên bốn điểm M, P, A, K nằm trên một đường tròn. Ngoài ra: 
AMP = AKP =1800 - ACB =180° - AMB 
(tứ giác ACNK nội tiếp). Vậy điểm M nằm trên đoạn BE. 
Đặt BO = ò, PO = p và gọi R là bán kính đường tròn ngoai tiếp tứ 
giác ACNR, ta có: BM.BP = BK.BA = ö? - R2; 
PM.PB = PK.PN = p? - RÈ. 
Cộng từng vế bìa: 
B % đẳng thức này te 
M được: 
BP? = ö° +2? — 2ït? 
K khi đió 
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9 u?ÑP ƒ/ s5 rới 
nu ~rwẺ -|Ê _ 4 = 


_(Œ +p”~2#*0?~p`) _ 
: BP° ` 
Từ đó OM L BP. 
Chú ý: OM L BP do kết quả sau: Cho tam giác ABC, H là điểm 
nằm trên cạnh BC. Khi đó, AH là đường cao nếu và chỉ nếu 
_ AB? ~ AC? =HB? —HC3. 
Chúng mình. Nếu AH là đường cao, từ định lí Pythagore: 
AB?~AC? = HB? -HC”, là) 
Ngược lại, nếu có (*), ta gọi M là điểm trên BC sao cho AM là 
đường cao. Khi đó, theo chứng minh trên, 
AB” -AC” =MB”—MC”. 
Từ đó ta dược HB” ~- HC? = MB - MC?, hay 
(HB + HGXHB - HC) = (MB + MC)(MB - M©G) 
 BC(HB - HC) = BC(MB - MC) 
© (HB - H©) = (MB - MÔ). 
Vậy M trùng H, suy ra điều phải chứng minh. 


ø?~p?=BO2—PO?. 


S29. Vì H nằm trên (O¡) và (O;) nên 
HO) =Zl/oj =0, 


Ta có 
#ioạ =- HB.HC = - HA”. 
Vì 25 AABC = a.AH = b.c nên 


be be 
ANHESS. BH. 
A2 đb?+c? 
^ B bÊc? 
42 =_ #-— M 
Vậy Zluo, = -HA*= ~ TS g. 
S30. a) Gọi E, F là trung điểm AB, CD. 


Ta có: 
AB? + CD?= (2AE)? + (CF 
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= 4 (AO? - OE°®+ CO? - OF”) 
=4(8R? — (OR? + OF?) 
= 4(2R?~ OP?) = 8R? ~ 4.OP” 
=4R” - 4(OP” - R”) = 4(RỶ - .Zpoy): 
b) PA? + PB? + PCẺ + PD?= 
= (PA + PB)? + (PC + PD)” - 2PA.PB - 2PC.PD 
= (PA + PB) + (PC + PD)? + 9PA.PB+ 2PC..PD 
= AB + CDẺ + 4p//o 
= 8R? — 4PO° + 4(PO?— R?) = 4R” (không đổi). 

Vậy PA? + PB + PC” + PD” không phụ thuộc vào vị trí của các 
điểm P, A, B, C, D (miễn là AB và CD luôn luôn đi qua P và vuông góc với 
nhau). 

S31. 

Ta kí hiệu các đường tròn 
ngoại tiếp tam giác PAA' và PBB 
là (O) và (O). Đường thẳng qua P, 
song song với BC cắt các đường 


R D ÿ7 
thắng AB, CD tại .E, F. Theo _- 
định lí Ta-let ta có: Số = ĐỀ 

FC ED 


EA'.FD = EB'.FC, hay BA'.EA = EB.EB. 

Mặt khác, ta luôn có EA.EA' và 

EB.EB cùng dấu dù P nằm trong 

hay ngoài các đoạn 

CA', DB'. Từ đó ta có 
EA.EA'= EB.EB', hay 

“to =/ZEuoy 


Vậy E thuộc trục đẳng 
phương của (O) và (O). 


7È 


Mặt khác: P thuộc hai đường tròn trên, nên P thuộc trục dẳng 
phương của hai đường tròn (O) và (O). Vậy PB là trục đẳng phương của 
(Ó) và (O)). 

S32. a) Vì A,H, B đều nhìn đoạn thẳng MO dưới 
một góc vuông nên năm điểm A, H, B,M,O 
cùng nằm trên đường tròn (C) đường kính 
MO. 
b) Xét đường tròn tâm O bán kính R ta có: 
PA.PB = OP?- RẺ. () 
Xét đường tròn đường kính OM ta có: 


PA.PB ~ PH.PO. (3 
Từ (1) và (2) suy ra: PH.PO= OP? - RẺ. Mặt khác: 
P? 


PH.PO =| PHI.|PO Icos0°= PH.PO = PH= _— không đổi. 


Vì A và B ở cùng phía với P nên O, H cũng ở cùng phía với P, do đó H là 
điểm cố định. Vậy quỹ tích các điểm M là đường thẳng A vuông góc với 
OP°®—R 
E6 . 

e) Vì OI L AB, NH L OH nên tứ giác OHNI nội tiếp đường tròn 

đường kính ON. Ta có: PLPN = PO.PH. Theo câu b) ta có 
PH.PO = PA.PB nên PI.PN = PA.PB. 
d) Từ PA.PB = PIL.PN, thay PA = PI - IA và 
PB = PI + IB = PI + IA 

ta có: PA.PB = (PL - IA)(PI + IA) = PLPN hay Pử - 1A? = PLPN tức là 
P2 - PI.PN = 1A. Suy ra PI(PI - PN) = IA°. 

Vậy PILNI = IA'. 
S33. HD: 

a) AB.AE = AC.AF (cùng bằng AH?), suy ra tứ giác BCFE nội 


OP tại H sao cho PH= 


tiếp. 
b)⁄21/o) = IB.IC = IE.IF =:Z]/@œ 
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e) I, D, A cùng thuộc trục đẳng phương của (O) và (O). 
534. 
Để thuận tiện, ta giả sử H (chân đường cao 
BH) nằm giữa D và C, trường hợp ngược lại 
được tiến hành tương tự. Áp dụng hệ thức 
lượng trong hai tam giác BGD và ABD ta 
có: 
GÀ nướG C BC? = BD? + DC? - 2.DC.DH, 

AB? = BD? + AD” + 2.AD.DH. 
Từ hai đẳng thức trên ta suy ra 

BŒ?.AD + AB?.DC = BD?.(AD + DC) + DŒ?.AD + AD”.DC 
= BD?.AC + AD.DC.AC. 


Chú ý. Khi D trùng một trong hai đỉnh, đẳng thức trên vẫn 
đúng, lúc đó, hoặc AD = 0, hoặc DC = 0. 
Khi D trùng vớ: M, với BM là trung tuyến của tam giác ABC, ta 
có MA = MC = AC/2 và đẳng thức trên trở thành 
AB”.MC + BC?.AM - BM?.AC = AC.MG.AM 
© AB?MA + BC?.AM - AC.MA.AM = BM?.AC 


© “Sun! +BŒ? - ÁC. ¬ )= BM?.AC 


B 


© 2BM? = (AB? + BC? - _. 
đây chính là công thức trung tuyến đã biết. 
A S3ä. 

* Giả sử BD = 3CD. Đặt 
AC =2b, AB = 2c, ta có 
BC =4(b-c), BD =3(b - c) 
và CD =b-—c. 
Nếu AD = d thì áp dụng kết quả 
P34 ta nhận được 

dÊ = 2c(3b - c). 
Áp dụng định lí hàm sin cho các tam giác ABC và ABD ta có 
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NPt: 3b-5c , rƯ 3b—c 

cos ABC = "SE và cosADB = 2J2@œ-o 

Rhi đó, 
cos2ADB = be 
4c 

Suy ra, hoặc là 2ADB = ABC, hoặc là ABC + 9ADB = 3601, Trong 
trường hợp sau, ta có ABC + ADB = 3609 - ADB > 180, điều này 
không đúng. Vậy ABC =2ADB. 


* Đảo lại, giả sử 2ADB = ABC. Gọi D, là điểm nằm trên BC sao 
cho BD; = 3CD,, thế thì 2AD,B = ABC = 2ÄDB, do đó D trùng Dạ. Ta 
có điều phải chứng minh. 

S36. A 
Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC, khi 
đó, các tam giác NLG và AGL đồng dạng 
nên LN/AC = LG/CG. Tương tự, ta cũng có 
LM/AB =GL/BG. 
B C Dovậy, nếu LM=LN thì AB/AC = BG/CG. 
Sử dụng kết quả P34 để tính độ dài các 
È trung tuyến ta được: 
AB?/AC? = (2AB? + 2BC?T— AC?)/(2AC? + 2BC? — AB”), 
hay, rút gọn thành (AC? — AB?(2BC? — AB? — AC?) = 0. Mà tam giác 
ABC không cân nên ta có 2BC? = AB? + AC?. 
837. Nếu a=cthìa=b=c, do đó cos(A - C) = 1, cosB = » và kết quả 


N 


cần chứng minh là hiển nhiên. Ta giả sử a # c. Không mất tính tổng 
quát, giả sử a > c. Káo dài CA và lấy điểm D sao cho BD = BC: Đặt AD = 
x. Theo kết quả P34 ta có 

c{b + x) +(b + x)bx = a?b + a?x, 
suy ra bx” + (c?+ bÊ~ a”)x — b(a?~ c2) = 0. 


Thay b= sla +c), ta được : 
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x?+ 2c - đa).x - (a + c)(a — c) = 0, 


hay (x + 2(c - a))(x + sa +c))=0. Từ đó, x = 2(a - c). 
Bây giờ, do ⁄ABD = A - C nên áp dụng định lí hàm cosin cho 
tam giác ABD ta có 
cos(A - Ở)= - uấ. c~x?)= =1 (dụe — 8a? - 8c?). 
2ac 2ac 
Áp dụng định lí hàm cosin cho tam giác ABC ta được 


4cosB = đ~L Re cẪ~b?)= -L.(aá? + 3c? ~ 2ae). 
2ac 2ac 


Từ đó suy ra cos(A - C) + 4cosB = 3. 


a) Áp dụng kết quả P34 cho 


tam giác AMN và đoạn AP ta 
có 


AP?.MN = AM?.NP + AN?.MP - MN.MP.NP 
= (AM? - MP.NP).MN 
(ở đây, AM = AN theo tính chất tiếp tuyến). Suy ra 
AP? = AM?~ MP.NP = AB.AC - BP.CP 
= AB.AC - (AC - APXAP - AB) 
= 9.AB.AC - AP(AB + AC) + AP2, 
_ 2AB.AC 2DB.DC 
— AB+AC DB+DC ` 
Các đẳng thức trên chứng tỏ rằng vị trí của các điểm P' và Q 
không phụ thuộc vào đường tròn (k). 
b) Đặt AB = x, BC = y và CD = z. Từ câu (a) suy ra 
PQ= AD - AP-DQ = 
2x(x+y) s 22(ÿ+2z) _ 


=X+y+zZ- — ——= 
y+2x y+2z 


hay AP . Tương tự, DQ= 
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bị _ 2x „| 2(y+z) 
b œ+yÏ) ni mm 


_ _Yy (x+y+Z) 


(y+2x)(y+22)ˆ 
Ta lại có y = b, x+ y + z = a, do đó 


2 2 2 
ba bếa „b 


(a+x-z\(a+z-x) ` a 2-0-2 a2 


PQ= 


2 
Vậy độ dài bé nhất của PQ là _IẾ) đạt được khi và chỉ khi 
a 


AB=CDs=x=z= 2 ta — hy 


kh» 


Cách 1. 

Gợi O, I lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp và nội tiếp tam giác ABC, 
M là giao của phân giác góc B với 
(O). 

Ta có: 
BIIM=R?~OI?=R?-d?. Tam 
gác ICM cân tạ M_ (vì 
8+€ 


CIM =ICM = ) 


Kẻ đường kính MK của đường 
tròn (O) và kể IDLBC, suy ra hai tam giác MKC và IBD đòỏng dạng 
nhau, từ đó: 


Nhưng MK =2R, ID=r, MC =MI nên: 
2Rr =IB.MC =IB.IM = R”~ dẺ. 
Cách 2. 
Gọi L là giao của phân giác góc B với AC. Theo tính chất đường 
phân giác trong các tam giác ABC và BCL ta có: 
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LUẬN, D7, Ni 
AL c a+c 
S- SG ào. 
1 LƠ b 
Từ đó ta được: 
= bÓB .OL =-_ a.OA+c.OC 
~ B+(a+c).OL nh TL SN uy 
a+b+c a+c 
. .ẽ — .= m.N 
Øi- â OÂ +b.OB +c.ÓC >d2 a.OA +b.OB+c.OC 
a+b+c a+b+c : 


Do đó ta đi đến: 

d? =— x {(4”+bŸ +e”)R” +ab(2R”~c”)+ 

4p 
+bc(2R? ~a?) +ca(2R? —bˆ)} =R _ 
p 
Mặt khác, 
S=pr - AÐC __. 2Rr - 2Ð€ 

4R 2p 


nên ta được: đd? =R?~—2Rr. 


3. 


BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG È 


Trong các công thức sau, công thức nào không đúng ? 


(A)b=va.b'; c=va.c' 


(B) h=c'b' 
(C) h.a = b.c 
| 1 1 
”.-~. 
a?+c?—bŸ 
(Da?=b?+c?~ 2bc.cosA (I)eosB = —————— . 
2ac 

Trong hai công thức trên: 
(A)(1) đúng và (II) sai. (B)Œ) đúng và (1) sai. 
(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 


Gọi m„, m,, m, lần lượt là độ dài ba trung tuyến xuất phát từ 


A,B, C và a, b, c là độ dài ba cạnh đối tương ứng của ba đỉnh A, B, C 
trong tam giác ABC. Ta có: 


5. 


2 
(A)4m2 =2(b2~c?)~a?;  (B) mộ =— +2 (42 +e2); 
3Ð cự 
=b z § 
(©) mỆ = SêT § (D) Tất cả các câu trên đêu sai. 


Tìm công thức sai: 


(A)8= 2 BẦU = 1ÿ = Tạ, 
2 2 2 


đŒìð= LshaiHiÔ= + a6aloB= -_Bowlnk ` 
2 3 2 


(GS=S; S=pr 


(D)§= yjp(p-a)(p—b)(p~c) . 


(Œ) Giải tam giác là tìm cách xác định các yếu tố còn lại của tam 


griác (các góc và các cạnh còn lại) theo ba yếu tế đã biết. 


(TU) Ta thường vận dụng định lí cosin, định lí sin để giải tam giác. 
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(II) Rhi cho trước ba yếu tố, ta chắc chắn xác định được ba yếu 
tố còn lại. 

Trong các câu trên: 

(A) Cả ba đều đúng. (B) Cả ba đều sai. 

(Œ) Chí có một câu đúng.  (D) Chỉ có một câu sai. 
6. Cho đường tròn tâm O và một điểm M. 

() Nếu có cát tuyến MAB thì Ø3 = MA..MB. 

(I Nếu M ở ngoài đường tròn, biết độ dài tiếp tuyến MT thì 
*#M/o = MT: 

(ID Ø„oy = 0 khi và chỉ khi M nằm trên (O). 

Trong ba câu trên: 

(A) Chỉ có một câu đúng.  (B) Chí có hai câu đúng. 

(Ơ) Cả ba câu đều đúng. — (D) Tất cả các câu trên đều sai. 
7. Cho đường tròn tâm O, bán kính R và một điểm M cố định. Một 
đường thẳng (đ) đi qua M, cắt đường tròn tại hai điểm A và B. 

(I) Tích MA.MB không phụ thuộc vào vị trí của đường thẳng (d), 
chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M. 

(ID Tích vô hướng MA..MB là một số không đổi, và 

MA.MB = R?-dŸ. 

(A) Cả hai câu trên đều đúng. 

(B) Cả hai câu trên đều sai. 

(C)() đúng và (II) sai. 

(D)(Œ1) sai và (II) đúng. 
8. Biết rằng tam giác ABC có góc A = 230, a = 14. Bán kính đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC bằng (hoặc gần bằng): 

(A)17,915; (B)2,735; () 5,470 ; (D)322. 
9. Cho hai đường thẳng AB và CD cắt nhau tại một điểm M. Rhi đó, 
bón điểm A, B, C, D cùng thuộc một đường tròn nếu và chỉ nếu MA.MB 
=MG.MD. 

(A) Phát biểu trên luôn luôn đúng trong mọi trường hợp. 

(A) 2hát biểu trên luôn luôn sai trong mọi trường hợp. 


(C) Phát biểu trên chính là định lí phương tích. 
(D) Phát biểu trên không đúng trong một số trường hợp. 


10. Tập hợp các điểm cỏ cùng phương tích đối với hai đường tròn 

(A) là một đường tròn. 

() là tập rỗng. 

(A) là một đường thẳng song song với đường nối tâm. 

(D) là một đường thẳng vuông góc với đường nối tâm. 
11. Cho đường tròn (O, R) và một điểm P. Vẽ qua P hai cát tuyến 
PAB và PCD với đường tròn. Đẳng thức nào sau đây không luôn đúng ? 


HÙ 4 Si su 
(A) PA.PB =PC.PD;  (B)PAPB=PC.PD; 
(C) PA.PB = PO? _ R2; (D) PA.PB = | PO? _ R?|. 


12. Cho hai đường tròn đồng tâm, có bán kính khác nhau. 

(A) Trục đẳng phương của chúng là đường thẳng đi qua tâm. 

(B) O là điểm đẳng phương của hai đường tròn. 

(CŒ) Trục đẳng phương của chúng là đường thẳng không đi qua 
tâm. 

(D) Tắt cả các câu trên đều sai. 
18. Giả sử có 3 đường tròn (O,), (O;) và (O;) có các tâm tương ứng là 
O,, O; và O; không thẳng hàng. Lúc đó: 

(A) Có ít nhất hai trục đẳng phương của 3 cặp đường tròn song 
song; nhau. 

(B) Có ít nhất hai trục đẳng phương của 3 cặp đường tròn trùng 
nhau. 

(Cỷ Ba trục đẳng phương của 3 cặp đường tròn đồng quy tại một 
điểm. Ta gọi điểm này là ¿âm đẳng phương của 3 đường tròn. 

(D) Tắt cả các câu trên đều sai. 


14. Đường thẳng nét liền nào trong các hình sau không phải là trục 
đẳng; phương của hai đường tròn đã cho ? , 


(A) (®) 
( (Ð) 


15. Tam giác ABC có b= 12, = 23, góc A = 30°. Diện tích tam ;giác 
bằng (hoặc gần bằng): 
(A)97,B80;  (B)119,B11; (C) 138; (D) 69. 


16. Cho tam giác cóa =7,b=8,c= 5. Góc A bằng: 


(A) 30?; (B) 4°; (C) 60” ; (D) 120. 

17. Cho tam giác có a = 7, b= 8, c = 5. Diện tích tam giác là 
(A) 10; (Œ)1043; (C)20V3; (D)20. 

18. Cho tam giác có a= 7,b=8,c =5. Trung tuyến m, bằng 
(A) = Ệ (@®) ¬ (C) c ¡# 8) ch 


19. Tam giác ABC có diện tích 8, E là một điểm trên BC sao cho RC 
= 8EB. Diện tích tam giác ABE bằng 
| | 3 | 
(A)~8; B)—8; G)— S8; D) —- 8. 
ẵ (B) F (C) ` (@D) § 
20. — Trong tam giác ABC bất kì ta có: 


(A)m? +m¿ +m¿= 2 (4° +? +); 


(B)m? +mj +mˆ “b2 EU 
4 
3 : 
(C)m? +m¿ +m2 = ~(a?+b?+c?); 
(D)m? +mj? +mˆ2 =3(a? + b° + c?). 


21. Tam giác ABC cób=7,e = 5 và cosA = °: Chiều cao h, là 


thị ()242 ; @-=: (D)342. 


v2 2 
92. Cho tam giác ABC vuông ở A, đường cao AH. Biết AB = 5 cm ; 
AC = 12cm. Tính AH (bằng hoặc gần bằng). 

(A) 0,600 ; (B) 4,615 ; (©) 0,416 ; (D) 18. 


23. Cho tam giác ABC vuông ở A, đường cao AH. Biết AH = 5m ; 
HB =7m. Tính CH (bằng hoặc gần bằng). 
(A)4,728; (B) 4,552; (Ø) 2,331 ; (D) 3,571. 


24. Biết các góc A = 20°; © = 60%, AC = 10. Bán kính đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC bằng (hoặc gần bằng) 
(A)5,773 (B) 14,619 (C) 5,077 (D) 11. 
2B. Bộ ba số nào sau đây là độ dài ba cạnh của một tam giác ? 
(A)3;7;12; (B)13; 7; 19; 
(O) 14,1; 11,2; 27,4; (D)3;3;7. 
96. Tam giác ABC có góc B = 309, AB = 4. Độ dài h„ bằng (hoặc gần 
bằng) 


(A)3,464;  (B)2; (C) 0,ð ; (D)8. 

27. Công thức tính đường cao h, nào sau đây đúng ? 
(A)RsinA; (B)œinB; (C) bà H (D) c5 

2a a 


28. _ Tam giác có cạnh nào sau đây là tam giác tù ? 
(A)a=7;b=ð;c=8; (B)a= 23,4; b = 16,5 ; c= 34,3 ; 
(C)a = 11,4; b = 13, 7 ;c= 10,1;(D)a= 27 ;b= 2B ; c= 19. 

29. Cho tam giác ABC vuông ở A, đường cao AH. Biết AB = 7 m và 

BC = I1m. Tính BH (bằng hoặc gần bằng). 


(A) 4,454m; (B) 38m; (G) 77m; (D)0,636 m, 


380. Tam giác ABC cób= 7,c = 5 và cosA = Z Bán kính đường tròn 


ngoại tiếp R bằng: : 
, 3 5 7 9 
(A)—=;: (Œ) =; (C) = ; (D) =. 
⁄2 2 v2 ⁄2 


31. Tam giác ABC có diện tích 8, E là trung điểm cạnh ĐC. Diện tích 
tam giác ABE bằng: 
ụ 1 1 3 1 
A)-8; B)—S; Œ@—S8; (D) _~ 8. 
(A) 3 ®) 1 (©) PI 2 
32. Tam giác ABC có diện tích S. Gọi E, F lần lượt ở trên AB, AC sao 
cho AB = 3AE ; AC = 2AE. Diện tích tam giác ABF bằng 
] 1 1 2 
A)-8; B)—8§; Œ@—8; (D)-= 8. 
(A) 2 ®) 3 (©) P 3 
33. — Điền số thích hợp vào các ô trống, với a, b, e và A, B, C là các 
cạnh và các góc của một tam giác theo kí hiệu thông thường. 


a b C 
85m 5ð2,1m 
5ð em 8cm 1200 
.8dm |18dm| 130% 
3ð cm 12 cm 36° k 
137,5 cm 889 | øm 


34. Hai dây cung AB và CD của đường tròn (O) cắt nhau tại L Biết 
IA = 12, IB = 16. Tính phương tích 23c; của I đối với đường tròn (O). 
(A) 192; ()-192;  (C) 112; (D)- 112. 
3ð. Hai dây cung AB và CD của đường tròn (O) kéo dài cất nhau tại 
-_L Biết IA = 12, IB = 18. Tính phương tích xo; 
(A) 216; (B)-216;  (C) 180; (D) - 180. 
36. — Hai dây cung AB và CD của đường tròn (O) cắt nhau tại I. biết 
1A = 15, IB = 20 và CD = 40. Tính IC và ID. 
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(A) 10 và 30 ; (B) -10 và 30; 
(Ơ) 15 và 25 ; (D) -1ð và 2ð. 


3i. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (Ô). Tiếp tuyến của 
đường tròn tại C cắt đường thẳng AB tại M sao cho MA = 1, 
MB =9. Biết MO = 210, bán kính đường tròn bằng 

(A)45; — (4; (3; — (D)3. 


38. Cho hai đường tròn (O, 13), (I, 5). Gọi AB là một đường kính của 
(I sao cho A, B ở trên (O). Khoảng cách giữa I và O bằng 
(A)7 (B) 12 (C) 18 (D) 19. 


89. Hai đường tròn (O) và (O') cắt nhau tại A và B, M là một điểm 
trên đường thẳng AB, ngoài đoạn AB. Từ M kẻ tiếp tuyến MT, MT' lần 
lượt tới đường tròn (O), (O'). Mệnh đề nào sau đây đúng ? 

(A) MT =MT; 

(B)MT?= MA. BM ; 

(Œ) Đường tròn ngoại tiếp tam giác MAB tiếp xúc với OA ; 

(D) Tất cả các câu trên đều sai. 
40. Cho hai đường tròn (O, 12), (I, 5). Gọi AB là một đường kính của 
(1) sao cho A, B ở trên (O). Phương tích của I đối với (O) bằng 

(A)-4; (B)-9; (C)-95; — (D)25. 


4I.  - Cho tam giác ABC .Khi đó: 
(A) Góc A nhọn khi và chỉ khi a? < bể + cỀ. 
(B) Góc A nhọn khi và chỉ khi aŸ > bÊ + c?. 
(C) Góc A vuông khi và chỉ khi aŸ - b° > c?. 
(D) Gả ba câu trên đều sai. 
42. Chứng minh rằng trong mọi tam giác ABC ta đều có: 
(T) sinA = sinBcosC + sinCcosB ; 
(T)h, = 2RsinBsinC (h, là đường cao ké từ A). 
Trong hai đẳng thức trên: 
(A) @) đúng và (1L) sai. (B) qI) đúng và (1) sai. 
(C) Cả hai cùng sai. (DĐ) Cả hai cùng đúng. 
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43. Trong các hình sau, đường thẳng liền nét ở hình nào là trục đẳng: 
phương của hai đường tròn đã cho ? 


Hình 1 Hình 3 
À 
Hình 3 
(A) Hình 1; (B) Hình 2; (C) Hình 3 ; 
(D) Cả ba đều đúng. 


44. Cho tứ giác lồi ABCD, gọi œ là góc hợp bởi hai đường chéo AC vài 
BD. Diện tích S của tứ giác cho bởi công thức: 
(A) § = SÁC.BDaina ®) S=2.AC.BDcosa 


() S= 2BC.ADsind (®) R0 


4ð. Cho tam giác ABC thỏa mãn rã =——. Mật học sinh lập luận: 
m, 


@) Ta có —¬.-- c?mỆ = bmỆ : 
b mẹ 


(ID Thay công thức trung tuyến vào, đẳng thức trên tương đương; 


ca[ 2 +bÊ _ e | „ pa[ 32 +eễ _ b 
x...A 4 


© 2a?e? +2b2c? —c' =2a2b2 +2b?c?T— b' 
©2a?(c? —b2) =(e2—b?)(e? + bŸ). (1) 


Với: 


46. 


4i. 


48. 


49. 


50. 


õ1. 


(ID Từ (1) ta suy ra 2a? = bÊ + c. 

Lập luận trên: 

(A) Sai từ giai đoạn (1). (B) 8ai từ giai đoạn (II). 
(C) Sai ở giai đoạn (II). (D) Đúng hoàn toàn. 


Cho hai tam giác AKI và ABC có góc A chung, với K nằm trên 
cạnh AB, I nằm trên AC. Khi đó: 


cay Šax „_AK-AI ¬""¬... 
Sap- 4AB.AC Suẹc 3ABAC 

(G) SAK - ^É (Dị SA - ST, 
lo SG Saạc _ -AB.AC 


Cho tam giác ABC biết: a = 14, b = 18, c= 20. Suy ra các góc: 
(A)A zx 4ð0,B x 600,C ~ 759. 
(B)A + 46, B + 640, C ~ 7700, 
(C) A ~ 36°,B ~ 64°,C ~ 800. 
(D)A zx 36°,B x 549, CC ~ 900. 


Cho tam giác ABC biết: c = 15, b = 11, góc A = 4ð. Tính a. 
(A)a z12/5  (A)a ~8,9 (A)a 10,6 (A)a +9,62. 


Giải tam giác ABC biết góc A = 609, góc B = 4ð° và b = 4. 


(A)a ~3,B5;c ~5,5. (A)a x3;c #i. 

(A)a ~8,ð5;c ~9. (A)a =1,2;c ~4,5. 

Cho tam giác ABC biết góc B = 60%, e= 4/2, b = x/3. Lúc đó: 
(A)C=601°; A = 609. (B)C=4ð°; A = 7B°. 

(A) C= 300; A = 900. (B)Œ= 400; A = 800, 


Tính đường cao kẻ từ C của tam giác ABC, cho biết 
BCA =1100, CAB = 350, BC = 4 em. 
(A)2312m (B)3,759cm (C)4,207em (D) 5cm. 
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TRẢ LỜI CÁC BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 


70 |aA | 


15.C |16.Ơ 


4. C 5.D 
12D |18.C 
20B |21.C 
28B |29.A 
Dòng 1: A = 106927' ; B = 36° ; C = 37933'. 
Dòng 2: c= A129 em ;:A= 22124';B = 37936. 
Dòng 3: a = 9,9 dm ; B = 37°56' ; C = 12°04'. 
Dòng 4: b = 26,25 cm ; A = 128928' ; C = 15932. 
Dòng ð: a = 178,2 cm ; c = 150,5 cm ; B = 500. 


' long ở 


PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ 
TRONG MẶT PHĂNG 


§1. 


1.1. Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


TỌA ĐỘ VECTƠ, TỌA ĐỘ ĐIỂM 


Hệ trục toạ độ 


Một hệ trục toạ độ Oxy (hay (O; Suy j) ) bao gềm: 
- Điểm O gọi là gốc fog độ. 
- Hai đường thẳng Ox và Oy vuông góc với nhau. 
- Một điêm I trên tia Ox, một điêm .J trên Oy sao cho: 
OI = OJ = 1 đơn vị dài. 
Ta kí hiệu ï =Ol và j =OI. 
Theo tính chất vectơ ta luôn có: Ï” = tụ =l và lj=0. 
Đường thẳng Ox và Oy lần lượt được gọi là frục hoành và trục tung. 
Tog độ của uectd 
Đối với hệ toạ độ (O,¡,j), nếu vectơ ä có thể viết dưới dạng: 
ä =xi+yj thì cặp số (x; y) được gọi là toạ độ của vectơ ä và kí hiệu 
ä =(x; y ) hay ä(x; y). Số thứ nhất x được gọi là hoành độ, số thứ 
hai y được gọi là tung độ của vectơ 3. 
Biểu thúc toạ độ của các phép toán 0ectd 
Cho äã= (x;y) và b= (x;y), ta có: 
1) ã+b=(X+X;y+V); 
2) kã = (kx;ky); 
3) äb= XX+YY'; : 
4) Với x' #0, y #0, ä cùng phương với b khi và chỉ khi 


91 


5) B|=vã? =Jx?+y?; 


Ö_—- W@byy 


4x? +y?. x' “am ; 


* Đặc biệt, ta có: äLb e>xx'+ yy' =0. 


6) cos(4, b)= = 


»  Toạ độ cửa điểm 
Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, toạ 
độ của vectdơ OM cũng được gọi là 
toạ độ của điểm M. Cho hai điểm 
MŒxy ; yụ ) và NŒXụy; yn), khi đó: 
Ð MN=(NT—XM YN —YM) ÿ 


ii) MN=+[ŒXN =xM)Ê + (VN —YM) - 


«Ồ  Toạ độ của trung điểm một đoạn thẳng uà toạ độ của trọng tâm am 


giác 
M là trung điểm AB khi và chỉ khi toạ độ của M là trung bình cộng; 
các toạ độ tương ứng của hai điểm A, B. 

G là trọng tâm của tam giác ABC khi và chỉ khi toạ độ của Œ là. 
trung bình cộng các toạ độ tương ứng của ba đỉnh A, B, C. 


1.2. Một số dạng toán 


Bài 1. Trên mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho hai điểm 
: A=(;8),B=(4;2). 

a) Tìm tọa độ điểm D nằm trên trục Ox và cách đều hai điểm 
A,B. È 

b) Tính chu vi và diện tích của tam giác OAB. 

c) Tìm tọa độ trọng tâm tam giác OAB. 

d) Đường thẳng AB cắt trục Ox và Oy lần lượt tại M và N. Các điểm 
M và N chia đoạn thẳng AB theo các tỉ số nào ? 

e) Phân giác trong của góc AOB cắt AB tại điểm E. Tìm tọa độ 


của E. 
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Giải 
a) Vì D nằm trên Ox, nên D = (xụ ; 0). 
Vì DA = DB nên 
\Œ&p =1)? +32 =A[(x; -4)°+22 hay 
xỗ +1-2xp+9= xỗ + 16- 8xp + 4 


© 6xp = 10 © Xp = Š: 


Vậy D=( ;0). 


AB= 44-1)? +(2-3)? =VI0. 


Dễ thấy OB? = OA?+ AB? = 20, vậy tam giác OAB là tam giác vuông cân 


tại đỉnh A. Chu vi của tam giác là: 


OA +OB+AB =2⁄10 +20. 
Diện tích tam giác là: 2 OA.AB =5 (đvdÐ). 


c) Trung điểm I của cạnh AB có tọa độ 


'=Íˆ . saN: : )] 

g ˆ ø J5 

Vì 0G = 0L, nên G = [Ễ.Š § 3-2) “lễ HÌ 
3 g7 956) 09 ` 


d) M e Ox nên M = @ự ; 0). Do đó MA= (1 - xư ; 3) và 
MB =(4- xụ ; 9), MA =kMB, tức là: 
I—x„ =k(4- xụ) 
3=k.2 l 
Giải hệ trên ta được k = s: 


Vậy M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số Su, 


bà 
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Tương tự ta có: N chia đoạn thẳng AB theo tỉ số h) 


hà 
e) Theo tính chất đường phân giác của tam giác ta có 
EA _ OA _ V2- 
EB OB 2` 
==.. 
Vì điểm E nằm giữa hai điểm A, B nên EA= Sở vn Như vậy 
.ế q k li) ⁄2 
điểm E chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k = — == 
Tọa độ của điểm E là: 
1+ c, Jš 3+ ` 
xp= =-3+82 ; yp= =4-v2. 
E v2 YE N2 
LH LAN 


Bài 8. Cho ba điểm A = (4 ; 6), B = (5 ; 1), C = (1 ; -8). 
a) Tính chu vi của tam giác ABC. 
b) Tìm tọa độ tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và 
bán kính đường tròn đó. 
Giải 
a) — AB=G-4)+(-6)= 
(1—4)?+(—3—6)? = v90 = 310, 
(1~5)” +(—3—1)? = 32 = 
Như vậy chu vi tam giác ABC là V26 +310 +42. 
b) Gọi tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là I(x ; y). 
Ta có: IA = IB =IC hay: 
œ«—4?+(y—6Ÿ = v[&—5)? +(y~ĐỂ = («=1 +(y +3), 
Giải hệ phương trình trên tìm được: 
Đ: ;ựụ= b và IA=IB=lŒ= 
vao. 
2 


0 
ST: 


Vậy tâm J= c sa 2) ; bán kính R= *1#' 
Bài 3. Cho ba nn 
A(-4; 1), B(2; 4), C(2; -2). 
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a) Ba điểm A, B, C có lập thành tam giác không? 

b) Tìm toạ độ của trọng tâm, trực tâm và tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC, suy ra ba điểm đó thẳng hàng. 

Giải 

a) Ta có AB = (6; 3), BC = (0; -6), hai vectơ này không cùng 
phương nên ba điểm A, B, C lập thành một tam giác. 

b) Trọng tâm của AABC là 

== I+4—2 
3 
Điểm H(x; y) là trực tâm AABC khi và chỉ khi 


hay G(0; 1). 


KẾ, AH.BC=0 () 
BH L AC BH.AC=0 2) 


Ta có: AH =(x+4;y—1), BC =(0;-6), BH =(x-2;y- 4), AC = (6 
; 3). Khi đó: 

(1)© -6(y - 1)=0, y=lvà 

(2)© 6(x- 2) - 3(y - 4)=0 © 2(x-2)-y+4=0. 


3 1 1 
Th. =1 ta đượcx= —=—+2=—. Vậy H(—; 1). 
ay Y a được x t 5 ậy G ) 
Điểm 1; y) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC khi và 
chỉ khi 
LSỂN) G (x+4)*+(y-1*=(œ~2)?+(y-4) 4) 
a * . 
IB=IC @) |&-2”+Œ-4°=@&-2)'+y+2Ÿ (4) 
Từ (4`) suy ra y— 4= -y - 2, y = 1. Thay y = 1 vào (3) ta được (x 
+ ĐP=œ - ĐĨ + 8, giải ra ta được: x= =5. Vây Ï(— ¡ Ð. 
Từ đó ta có OH =C_ ¡0), GI=|~ 1:0], suy ra 
-26I=[s¡ 0)~68. 
2 


Hai vectơ GH, GI cùng phương nên G, I, H thẳng hàng. 
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Chú ý. Để tìm tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, có thể 
xác định hai trung điểm P, Q của BƠ, AC rồi xác định tọa độ của I từ hệ 
thức: 

k .B€=0 
IQ.AC=0 
Bài 4. Cho điểm MŒ; y), tìm toạ độ của điểm M; đối xứng với M qua 
trục Ox. 
Giải 

Bằng hình vẽ, có thể thấy tọa độ của M; là (x; -y). 

Để chứng minh chặt chẽ, ta tiến hình như sau: 
Cách 1. Khi M e Ox thì M; và M trùng nhau. 
Khi M(x; y) không thuộc Ox, không 
mất tính tổng quát, giả sử M thuộc 
góc phần tư thứ nhất, khi đó M;&¡; 
y¡) thuộc góc phần tư thứ tư như 


hình vẽ. Ta có Ox là trung trực của 


M, 
MM, nên Suy ra x = xị và y = -y. 
Cách 9.M, (x;; y,) đối xứng với M qua trục Ox khi và chỉ khi 
Œ;OM)=(;OM,) ()_ [ÍOM=ïOM, 
BIẾN Tai Thác =—x 
|oM|=|oM:] (@) |oM|=|oM:| 
Từ đó, vì O nằm giữa M; và M nên x = xị, yị = —V. 
Đặc biệt, khi M e Ox thì M; và M trùng nhau. 
Bài 5. Cho bốn điểm A, B, C, D. Gọi I và J lần lượt là trung điểm của 
AB và CD. Gọi P, Q là trung điểm của các đoạn thẳng AC và BD; M zà 
.N là trung điểm các đoạn thẳng AD và BC. Chứng minh rằng ba đoan 
thẳng 1J, PQ và MN có chung trung điểm. 
Chú ý: Có thể chỉ ra các.hình bình hành rồi dùng tính chất hai 
dường chéo để chứng minh, cách làm này các bạn thường làm ở các lip 
8, 9. Ở đây, ta dùng phương pháp tọa độ. 
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Giới 


Áp dụng công thức tính tọa độ trung điểm của đoạn thẳng nối hai 


điểm, Ta có: 


- XA TXG ¡xe =ŠU XD, 


Xp 3 h 
Xụ= _ ;XN = _= : 
yp= TH, yạ= HA 5, 
¡HE 1 kìm TH 


Từ đó tính ra toạ độ trung điểm của các đoạn thẳng IJ, PQ, MN đều 
ầ XA †Xp +Xc†Xp , YA tYp tYc tYp 
3 b 2 


} Do vậy các trung điểm 


của ba đoạn thẳng đó trùng nhau. 
Bài 6. Cho a=(3; 7) và b=(-3; ~1). 


Tính eos(a, b}, cos(a+ B;a—b) và eos(a,a+b). 


Giải 
z§ SE 
S sấi ø SE a.b  =ợt —l6 
Từ công thức: eos(a,b)= T~ ta được can(a, 1) 
lal.Ibl luu 


V3 a£b =40; 6) và a~b = (6; 8) nên 
cu$ệnhh y8 kỳ Tế CÔÁ, na 
ặ 36x00 60 5” 


— 
cos taua* HC. can 


I4Ila+bl V58 
Bài 7. Tính điện tích một tam giác có ba đỉnh có toạ độ 
(0; 0), (3; 1), và (—1 ; 3). 
Hướng dẫn 
Đáp số: 5. 
Cách 1. Giả sử O(0 ; 0), B(3 ; 1), và C(-1 ; 3). 
Dễ thấy OB = OC = v10 và OB.OC =0. 
Cách 2. Có thê tính ba cạnh rồi dùng công thức Heron. 
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Cách 3. Có thể dùng công thức sau đây, tính diện tích một. tarn 


giác ABC bất kì: 
8x 2AB AC” -(ABA€)). 


Công thức này được chứng minh như sau: 
Từ công thức S = 2 besinA, suy ra 
4S? = b?.c?.sin2A = AC?.ABÊ(1 - cos2A) 
= AC?.AB?— AC?. AB?cos?A = AC?.AB? - (AC. AB. cosA)Ÿ 
= AB?.AC?- (AB. AC}, 
Bài 8. Cho AABC trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, biết 
A(-1; 9); B(3; 0); C(-3; 1). Tìm điểm M trên BC sao cho 
S(AABM) = 3 SIAABO), 
Hướng dẫn 
Giả sử M(x, y) là điểm trên BC sao cho 
S(AABM) = ã S(AABC). 


Kẻ AH 1 BC ta có: S(AABM) = h . BM.AH, S(AABO) = 2 BCAH. 


Suy ra 5: BM.AH= 3G .BC.AH). Từ đó, 


BM 3 BC esOM -OB ~- (OC ~ÖB) e OM =3O€ + 20B. 
Sau cùng, từ đẳng thức vectơ trên, dễ dàng tính được M(1/3; 1/3). 


Bài 9. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho tứi giấc 
OBCD biết O(0; 0), B(2; 4), C(6; 6) và D(9; 0). Cho điểm M(4; 5). 
a) Có nhận xét gì về điểm M ? 
b) Xác định điểm E trên trục Ox sao cho 
S(AMOF) = S(OBCD). 
Giải 


a) Ta có: 
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*pEfẶCc_v„., šBtŸc 
-B_ Cu, ÊB— 2, 
2 
nên M chính là trung điểm đoạn thẳng BC. 
b) Dễ thấy AOME có đường cao MH = 5 nên để có 
S(AMOE) = S(OBCD), 
đỉnh Ð buộc phải ở ngoài cạnh (OD). Giá sử E(x ; 0). Dễ thấy 


S(AMAE)= 2M: 


=ỲM 


Mặt khác, diện tích tứ giác OBCD bằng tổng diện tích hai tam 
giác vuông OBK, CND và diện tích hình thang vuông KBCN. 


Do đó S(OBCD) = 22412(4+6)4+236 =33. Suy ra 


SIA = 33 hay|x| = 13,2. 


Vậy E có tọa độ là (13,2 ; 0) hoặc (—18,2 ; 0). 


PI. Tìm tọa độ của các vectd sau: 
ñ=-Ï,Ñ=5j, a= 2i +3]; 
b= 3ï 5Ï, 6=3Ï~4], 
ẩ=đ~Ï, &=0/15ï+l3j, Í =xï~ jcos24°. 
P2. Cho ba điểm M(-1; -2), N3; 2), P(4; -1). 
a) Chứng mỉnh rằng ba điểm đó là ba đỉnh của một tam giác. 
b) Tìm chu vi tam giác MNP. 
©) Tính độ dài đoạn trung tuyến của tam giác kẻ từ M. 


d) Tìm điểm E trên Ox sao cho |EM+EN+EP| đạt giá trị nhỏ 
nhất. 
P3. Cho ä=(x; y). Chứng minh rằng các tích vô hướng ẩi và äj lầm 
lượt bằng hoành độ và tung độ của vectơ ä trong mặt phẳng toa độ. 
P4. Cho ũ=2Ï-5) ,V=ki-4]. 

a) Tìm những giá trị của k để hai vectơ ũ,V cùng phương. 

b) Tìm những giá trị của k để ũ1ÿ. 

c) Tìm những giá trị của k để |ÿ| = |i|. 


Pỗ. Cho các vectd a=A 1 2),bB=(-I r8) c=(c-2 ¡ =5). 

a) Tìm tọa độ các vectd 

u=2a+b-46, v=-a22b+5e, w=2(a+b)+áe. 

b) Tìm các số p, q sao cho c=pa+qb . 
P6. Cho ba điểm A =(-1; 1), B=(1;3),C =(-2; 0). 

a) Chứng minh rằng ba điểm A, B, C thẳng hàng. 

b) Tìm các tỉ số mà điểm A chia đoạn thẳng BC, điêm B chia 
đoạn thẳng AC và điểm C chia đoạn thẳng AB. 


P7. Trong mặt phẳng toạ độ cho ba điểm 
A(-1; 4), B(—1; 8); C(3; 8). 

a) Ba điểm A, B, Ơ có thẳng hàng hay không? 

b) Chứng minh rằng tam giác ABC vuông ở B. 

e) Tìm toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC và góc AGC. 
P8. Trong mặt phẳng Oxy cho A(1; 1); B(3; 3) và C(2; 0) 

Tính diện tích tam giác ABC. 
P9. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy cho AOBC với 
O(0; 0); B(2; 4), C(6; 0). Hãy xác định M, N, P, Q sao cho M nằm trên 
cạnh OB, N nằm trên cạnh BC, các điểm P, Q nằm trên cạnh OC, sao 
cho tứ giác MNPQ là hình vuông. 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH TỐNG QUÁT, PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ VÀ CHÍNH 
TẮC CỦA ĐƯỜNG THẲNG 


2.1. Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


© ˆ Phương trình tông quát của dường thẳng 
Véctơ ñ khác vectơ 0 và vuông góc với đường thẳng A được gọi là 
uectơ pháp tuyến của đường thắng A. Như vậy, mỗi đường thẳng có 
vô số vectơ pháp tuyến, những vectơ pháp tuyến này song song nhau. 
Cho một điểm M(x¿; yạ) và một vectơ ïi z 0. Có duy nhất một đường 
thẳng đi qua M và nhận ñ là vectd pháp tuyến. 
Điều kiện cần và đủ để điểm NŒx; y) nằm trên đường thẳng A đi qua 
MŒ;, yạ) và có vectơ pháp tuyến ñ(A; B) là 
A(x~ xo) + By — yọ) = Ö. 
Mỗi đường thẳng trong mặt phẳng là tập hợp những điểm có toạ độ 
(x; y) thoả mãn phương trình bậc nhất đối với hai ấn số Ax + By + Œ 
=0, với A, B không đồng thời bằng không. Phương trình 
Ax+By+C=0 
được gọi là phương trình tổng quát của đường thẳng, đường thắng 
này có ñ(A, B) là vectơ pháp tuyến. 
« - Các dạng đặc biệt của phương trình dường thẳng 
Đường thẳng Ax + C = 0 vuông góc với trục Ox (đường thẳng này 
nhận ñ(A, 0) làm vectơ pháp tuyến). _. 
Đường thẳng By + C = 0 vuông góc với trục Oy (đường thẳng này 
nhận n(0, B) làm vectơ pháp tuyến). 
Đường thẳng A x + By = 0 đi qua gốc toạ độ (đường thẳng này nhận 
ñ(A, B) làm vectơ pháp tuyến). 


« Nếu B z0 thì phương trình của A có dạng y =-ĐAnk: Khi đó, số 


A F ' 
k= "BE gọi là hệ sô góc của đường thắng A. 
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Đường thẳng x+j=l(&#0,b#0) đi q 


hai điểm (a; 0) và (0; b). Phương trình 2nuE. 
như thế gọi là phương trình của đường 
thắng theo đoạn chắn. 
Chú áý. 
a) Vì đường thẳng Ox đi qua O(0; 0) và vuông góc với j= (0: ]), tức 
là có vectơ pháp tuyến ñ(0; 1) nên nó có phương trình 0.(x - 0) + 1.(y 
-0)=0, hay y = 0. 
b) Đường thẳng Oy có phương trình x = 0 (do Oy qua điểm O(0; 0) 
và vuông góc với ¡ = (1; 0)). 
e) Phương trình đường thắng đi qua M(x;; yạ) và song song với Ox, 
với yọ # 0, là y - yạ = 0. 
d) Đường thắng đi qua M(Œ„ yạ) và vuông góc với Ox sẽ nhận 
ï =(1; 0) là vectơ pháp tuyến nên nó có phương trình: 
1.(x — Xạ) + 0.(y— yạ) = Ũ © x — xạ = Ö. 
Vị trí tương đối của hai đường thẳng 
Trong mặt phẳng toạ độ cho hai đường thẳng A;, A; có phương trình: 
A¡, Aix+Biy+C¡=0, q) 
A¿. Azx + Bạy + Cạ= 0. (2) 
Số điểm chung của hai đường thẳng (nếu có) bằng số nghiệm của hệ 
phương trình (1) và (2), ta có: * 
a) Hai đường thẳng A;, A; cắt nhau khi và chỉ khi: 


Ái B, 
+0. 
A; B; 
ˆ < 4# Ẵ X , . Ái B, Ầ 
b) Hai đường thắng song song khi và chỉ khi: =0, đồng 
2 2 
B, C C,. A 
thời | '  “|z0 hoặc |” ˆ !|z0. 
By C; C, A; 


e) Hai đường thẳng trùng nhau khi và chỉ khi: 


Lên Ai 
Œy Á; 


=0. 


Ai B, B, €, 
A, B,| |B, C;¿ 
Đặc biệt khi A;, B„, C; khác 0, ta có: 


* A,,A, cắt nhau © — 


* A,/JA, © Ai Bị CI : 
: A; By C¿ 
A B 
*A,=A, @ ÂL-EL~L, 
— 4; By C 
Vectơ chỉ phương của đường thẳng 
Mỗi vectơ u khác Ú nằm trên đường thẳng A hoặc trên đường thẳng 
song song với đường thẳng A được gọi là vectơ chỉ phương của đường 
thẳng A. Như vậy, một đường thẳng có vô số vectơ chỉ phương, mỗi 
vectơ này vuông góc với mọi vectơ pháp tuyến. Nếu ñ(A:B) là một 


vectơ pháp tuyến thì u(—B; A) là một vectơ chỉ phương. 


Phương trình tham số của đường thẳng 
Hệ phương trình (1) sau đây được gọi là phương trình tham số của 
đường thẳng 4, với tham số t: 


X=x; tta Xí 
(aˆ+bˆ #0). (1) 
y=y,+tb 


Ứng với mỗi giá trị của tham số t, ta tính được x và y từ công thức 
(1U, và có được điểm MŒx; y) nằm trên A. Ngược lại, nếu điểm M 
nằm trên A thì phải có một số°t sao cho toạ độ của điểm M thoả 
mãn hệ phương trình (1). : 

Phương trình (1) chính là phương trình tham số của đường thắng đi 
qua điểm A(o ; y,), biết vectơ chỉ phương ú(a ; b). 


Phương trình chính tắc của đường thẳng 


X=xX, +ät 


Cho đường thẳng A có phương trình tham số: | . Nếu a z0 


y=Yg†? bt 
và bz0, bằng cách khử tham số t từ hai phương trình trên, ta đi đến 
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phương trình (2) sau đây, được gọi là phương trình chính tắc của 
đường thẳng A: 


X—Xu_Y—Yg. (2) 
a b 
h 2X) š ghủy ‹ Jlt=% 
Nêu a =0, thì phương trình tham sô của A là 8 
y =yạ +bt 


* Khi đó A có phương trình tổng quát: x — xạ = 0 và không có phương 
trình chính tắc. Tương tự, nếu b = 0 thì A có phương trình tổng quát 
y— yọ =0 và không có phương trình chính tắc. 

Chú ý. 

1) Nếu bài toán không đòi hỏi dạng của phương trình đường thẳng, 
thì tùy từng trường hợp cụ thể, ta nên chọn dạng phương trình 
đường thẳng mà có thể viết được nhanh nhất. 

2) Trong trường hợp cần xác định phương trình đường thẳng đi qua 
hai điểm A(x;; y¡) và B(x;; y;), mà bài toán không đòi hỏi dạng 
của phương trình đường thẳng, ta có thể áp đụng ngay công thức 

=—N. ...—I.. 
Xa-XỊ|_ Y¿—Y| 
Thật vậy, vectơ chỉ phương của đường thẳng AB là 
AB=(x;—xị; y¿—y). Vì đường thẳng AB đi qua điểm A(xị; x;) nên 
nó có phương trình tham số 
x=Xxịi +(XạT—XỊ)t 
l =yi +2 TY)” 
Khử t, dễ dàng có được công thức trên. 


2.2. Một số dạng toán 


Bài 10. Cho hai điểm 
Mị@\; yị); Mạ(X;; y2), 
hãy viết phương trình đường trung trực của đoạn thẳng M,M¿. 


10% 


Giải 
Đường trung trực của MỊM; đi qua trung điểm 


MS: x2) của MịMạ và có vectơ pháp tuyến là MM;. Nó có 

phương trình là 

XỊ+X2 
2 


© 2(%x¿- Xị)X + 2(Ya— Yq)ÿ + X) _x +yï -Y2 =9, 


(xạ—XI)(~ )+02~y\)\y~*”2)=0 


Bài 11..Trên mặt phẳng, cho hệ tọa độ trực chuẩn Ozxy và tam giác 
ABC với đỉnh A(1, 1). Các đường cao hạ từ B và C lần lượt nằm trên các 
đường thẳng (d,) và (d;) theo thứ tự có phương trình: 
—2x+y—-8=0 và 2x + 3y - 6= 0. 
Hãy viết phương trình đường thắng chứa đường cao hạ từ A và 
xác định tọa độ các đỉnh B, C của tam giác ABC. 
Giỏi 
Đường thẳng dị có vectơ pháp tuyến mị =(-2/I), đường thẳng d; 
có vectơ pháp tuyến nạ =2). 
Đường thẳng AB l d;, đi qua A(1, 1) và có vector chỉ phương 
u> nạ =(2.3) nên có phương trình là: 
TY  v3x=<2y =4, 
VÀ 3 
Đỉnh B là giao điểm của AB và dị nên có toạ độ thoả mãn hệ 


3x—2y=l =-l7 
=1 
—2x+y=8 y=-26, 
do đó B(-17,-26). Đường thẳng AC .L dị, đi qua A(1, 1) và có vector chỉ 
phương v= nị =(-2,]) nên có phương trình là: 


x-Ìi y-l 
——=—<>x+2y=3. 
-2 I ý 


Đỉnh C là giao điểm của AC và d; nên có toạ độ thoả mãn hệ 
phương trình 


phương trình 
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x+2y=3 x=3 
=© › 
2x+3y=6 y=0 
do đó (3.0). Giao điểm I của d, và d; có toạ độ là nghiệm của hệ 
s= 9 
-2 =8 =” 
b2 
x = 
y y=, 
đo đó '(-$. 3} Vì I là trực tâm của tam giác ABC nên đường thắng 


chứa đường cao hạ từ I chính là đường thẳng AI, có phương trình là: 


x-L _Ÿ—Í -. I0#+13y = 23. 
z1 đ-J 
' TC; 


Bèi 12. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, biết đỉnh 
C(4 ; 3), đường phân giác trong và đường trung tuyến kẻ từ một đỉnh 
tam giác. có phương trình lần lượt là x + 2y - 5 = O0 và 
4x + 13y — 10 = 0. Hãy viết phương trình ba cạnh của AABC. 
Giải 

Ta nhận thấy tọa độ điểm C không thoả mãn hai phương trình đã 
cho nên đường phân giác và trung tuyến không qua C. Giả sử đường 
phân giác trong và đường trung tuyến kẻ từ đỉnh A. Từ hai phương 
trình đã cho, suy ra toạ độ đỉnh A là (9; -2). 


* Phương trình cạnh AC là ng hay x+y—7=0. 


Gọi C' là điểm đối xứng của C qua đường phân giác thì C nằm 
trên cạnh AB. Ta đi tính toạ độ C%; ; yạ). 
Gọi H là trung điểm của CƠ, tọa độ H là 


xạ+4 
Xu = 
TC 
_ 3y +3 
Tu 2 


Vì H nằm trên đường phân giác (x + 2y - 5 = 0) kể từ A nên C'C cùng 
phương với vectơ pháp tuyến của đường thẳng x + 2y - 5 = 0, đồng thời 
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toạ độ của H thoả mãn phương trình x + 2y - 5= 0. Vì lẽ đó nên ta có 
hệ: 
3u ~Ế _ Jạ =3 
| 2 


w 
b. RhuẾN,) yọ+3 _5=ð Tạ =~Ì: 
2 2 


Gọi tọa độ B là B@&, ; y¡), Vì M là trung điểm của BC nên: 
Tuy, = S DU 
2 
„+3 
đụ = 2 
M thuộc trung tuyến AM nên tọa độ của M thoả mãn phương trình 4x + 
1äy - 10 = 0, ngoài ra, B(, ; y¡) phải thoả mãn phương trình đường 
thẳng AB: x + 7y + 5 =0. Do vậy ta có 


457ˆ)«n(*‡?)-io=o ».==I2 
2 2 © © B(_12:1) 
Mị= 


1 
xị+7y,+5=0 


* Đường thẳng BC có phương trình: 
HT s xeiRy30s0 
4+12 3-—I 
Vậy ba cạnh tam giác ABC là: AB: x + 7y + 5 =0, 
AC: x+y- 7=0, BC: x - 8y + 20 =0. 


Bài 13. Cho tam giác ABC có ba đỉnh thuộc để thị (C) của hàm số 
y = 1⁄4. Chứng minh rằng trực tâm H của tam giác ABC cũng thuộc 
đường cong (€). 


Giải 
Vì ba đỉnh A, B, C thuộc đường cong y = 1⁄4 nên có thể gọi toa độ 
ba đỉnh là A(a ; 1⁄4); B(b ; 1⁄b); C(c ; 1⁄c). Gọi toạ độ trực tâm H của 
tam giác ABC là H(x; yọ). Ta có 
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AHBC =ñ và BH.AC =Õ. 
Từ hại biểu thức tích vô hướng này, ta đi đến 


(xọ -8Xe~B)*[Öu -]:-v) =0 


Gạ~b(e~3)+[»n -glz-z)”" 


Trong hệ trên, cộng về theo về của hai phương trình và rút gọn, 


ta được Xụ =———, từ đó, Yọ =—abc. Suy ra M=c: 
abc Ậ Xọ 


Vậy (xo ; yo)c đồ thị hàm số y = 1⁄4. 


Bài 14. Cho AABC. Giả sử M(-1; 1) là trung điểm cạnh BC. Phương 
trình đường thẳng chứa cạnh AB và AC lần lượt là 
x+y=2và 2x + 6y +3=0. 
a) Tính toạ độ các đỉnh A, B, C. 
b) Viết phương trình đường cao AH của AABC. 
Hướng dẫn 
Réo dài AM tới D sao cho MA = MD. 
Toạ độ điểm A nghiệm đúng hệ hai phương trình x + y = 2 và 2x 
+ õy+3=0. Suy ra A(15/4 ; -7/4). 
Từ đó, tính được tọa độ D, Lập phương trình đường thắng DB và 
DC là đường thẳng song song với đường thẳng đã cho và biết tọa độ một 
điểm của đường thẳng. Giải hệ phương trình giao điểm AB và DB ; AC 
và DC. Suy ra B(1⁄4; 7⁄4) ; C(— 9⁄4; 1⁄4). 
Đường cao AH đi qua A và có vectơ pháp tuyến là BC. Từ đó, 
phương trình AH là: 10x + 6y - 27 = 0. 
Có thể tiến hành cách khác: Giả sử B, C có toạ độ BQx ; y¡) và 
C(Œ; ; y). Ta phải lập được 4 phương trình với 4 ấn x;; yị; x¿; yạ. M là 
trung điểm BC nên viết được hai phương trình tọa độ. Điểm B trên 
đường thẳng AB và C trên đường thẳng AC cho ta thêm hai phương 
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trình nữa, giải hệ 4 phương trình này để tìm ra 4 ấn và suy ra toạ độ các 
điểm B, Ơ. Phương trình AH được tiến hành tương tự như cách trên. 


Bài 1ã. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho AABC, biết 
phương trình cạnh AB là: 5x - 3y + 2= 0; phương trình đường cao AH 
là: 10x + ổy - 27 = 0, phương trình đường cao BK là: 7x + 2y - 22 = 0. 
Hãy lập phương trình các cạnh của tam giác và phương trình đường cao 
.còn lại. 
Hướng dẫn 

Giải hệ phương trình giao điểm (AB) và (AH) sẽ tìm được tọa độ 
A, giải hệ (AB) và (BK) sẽ tìm được tọa độ B. Lập phương trình hai cạnh 
AC và BC khi biết toạ độ một điểm của đường thẳng và vectơ chỉ phương 
của đường thẳng, vectơ chỉ phương này chính là vectơ pháp tuyến của 
điường cao tương ứng. 

Đáp số: (AC): -9x + 7y + 5=0; 

(BG): 3x — By + 14=0; đường cao (CE): 3x + ðy - 23 =0. 


_ Bài 16. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho AABC với 
đỉnh A(1; ~1) và các đường trung tuyến của AABC xuất phát từ B và Ơ 
Lần lượt nằm trên các đường thẳng x + y= 3; x— 3y =2. 

a) Viết phương trình đường trung tuyến AM của AABC. 

b) Xác định tọa độ điểm M.. 

Hướng dẫn 

a) Toạ độ trọng tâm G là nghiệm phương trình giao điểm của hai 
điường trung tuyến. Trung tuyến AM đi qua hai điểm A, G nên có 
phương trình ðx - 7y — 12 = 0. ` 

b) Tọa độ điểm M là M(29/8 ; 7/8), tính được từ đẳng thức 

GA = -2GM OG-OA = - 2(OG—OM) 
©©M =(30G~OA)/2. 


Bài 17. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho AABC với 
đỉnh A(O ; -1) và các đường phân giác trong hạ từ B và C lần lượt nằm 
trên các đường thẳng -3x + 4y = 7 và õx + 3y = -8. 

Viết phương trình đường phân giác góc A. 
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Hướng dẫn 
Giao điểm I của hai đường phân giác có tọa độ là nghiệm hệ 
phương trình hai phân giác. Suy ra \(-Š: Z) Đường phân giác góc A 
đi qua hai điểm A và I mà ta đã biết toạ độ, từ đó, tính được phương 


trình của nó là 40x + 53y + 53 = 0, 


Bài 18. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho AABC,, biết 
A(2; -1) và phương trình hai đường phân giác trong của góc B và (C lần 
lượt là x - 2y + 1 = 0 và x + y + 3 =0. Lập phương trình đường thẳng 
chứa cạnh BC. 
Giải 

Gọi M là điểm đối xứng của A qua phân giác góc B, suy ra AABM 
cân tại B, nên M nằm trên đường thẳng BC. Tương tự, gọi N là điểm đối 
xứng của A qua phân giác trong góc € thì N cũng nằm trên đường thẳng 
BC. 

A Giả sử M(x;; y¡), gọi I là trung điểm 

x-2y+l=0 AM, ta có 
(2: =m), 


2 2 
N M C TM 
Vì I thuộc đường phân giác góc B nên 


2+5. 2—Ì*YL „1-0, đ) 
2 2 


Mặt khác, AM (x¡—-2; y¡+I) cùng phương với vectơ pháp tuyến 


x+y+3=0 


(1; -2) của đường thẳng x - 2y + 1 = 0 nên 
Xi=2_yịrÌ 
"1= 
'Từ (1) và (2), suy ra tọa độ M là M(0; 3). Tương tự, ta tính được tọa độ N 
là N- 2; - 5). Đường thẳng chứa cạnh BC qua MN nên có phương trình 
xe y3 
-2-Ù 5-3 


«©>-2xi+4=y¡+l. (2) 


©4x-y+3=0. 
Bài 19. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho AABC biết 


A(- 1; 3), đường cao BH nằm trên đường thẳng y =x; phân giác góc C 
nằm trên đường thẳng x + 3y + 2 = 0. Viết phương trình cạnh BC. 
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Giải 
Đường thẳng AC vuông góc với BH: x - y = 0 nên AC có vectơ chỉ 
phương (1; —1), mặt khác, nó đi qua A(- 1; 3) nên có phương trình là 
" =1“ exty-2=0. 
Toạ độ C là nghiệm của hệ: 
x+3y+2=0 
x+y-2=0 


nên C(4; -3). Toạ độ giao điểm E của đường cao BH và đường phân giác 
CD là nghiệm của hệ: 
x+3y+2=0 
48m =0 
|[1⁄2-12-3|_ 3 
WM+i 

Vì E cách đều cạnh AC và BC nên khoảng cách EK = EH. Đường 
thẳng BC đi qua đỉnh C không thể có phương trình x = 4, vì nếu thế thì 
CD không còn là đường phân giác của góc C nữa. Do đó nếu gọi # là hệ 
số góc của đường thẳng BC thì phương trình BC là y = #(x - 4) - 2 hay 
&x - y - 4È - 9 =0. Khoảng cách EH là: 


k2 4E k=-l 
Đy D2 3 + 
k?+l 42 SN: 


Với b = -1, ta có y= -x + 2 hay x + y-— 2= 0, đây chính là 
phương trình cạnh AC. Với È = 1/7, ta có x - 7y - 18 = 0, đây chính là 
phương trình cạnh BC. 


từ đó, B(-g: =3]: Rhoảng cách EH là 


Bài 20. (Uuộc thi North Dakota Mathematics Talent Search, 2000) 
Các điểm O, A, B, C nằm trên trục số có toạ độ tương ứng là 0, 8, 
12, 26. Gọi P là điểm không nằm trên trục số này. Cho Q là trung điểm 
PA; R là trung điểm QB; S là trung điểm PC. 
Tìm toạ độ giao điểm của SR với trục số đó. 
Giải 
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Ta dựng hệ trục vuông góc có trục số đã cho là trục hoành (OỚ), 
trục tung vuông góc OC tại O. Khi đó O = (0,0, A = (8, 0), 
B = (12, 0), Ở = (26, 0). Giả sử P = (m, n) với n # 0. 

Do Q là trung điểm AP nên: Q = (m/2 + 4, n/9). 


Tương tự, từ giả thiết ta cũng có: 
R.=(m⁄4 + 8, n⁄4) và 8 = (m/2 + 13, n/⁄2). 
Phương trình đường thẳng RS có dạng y = ax + b. Gọi T là giao 
điểm của đường thẳng RS và trục Ox, hiển nhiên T có tung độ bằng 0, do 


đó T có hoành độ là y = đu . Mặt khác, đường thẳng này đi qua R và § 
a 


nên khi thay toạ độ của chúng vào ta được: 
n =(m + 32)a + 4b và n = (m + 26)a + 2b. 
Trừ hai phương trình trên vế theo vế ta có 6a + 3b = 0 và suy ra 


toạ độ điểm T trên trục số đã cho là _ 
a 


Bải 91. Cho đường thẳng 3x - 4y + 2 = 0. 

a) Viết phương trình của đường thắng dưới dạng tham số, dạng 
chính tắc. 

b) Viết phương trình của đường thẳng dưới dạng phương trình 
theo đoạn chắn. 

Giỏi 
a) Vectơ chỉ phương của đường thẳng là (4; 3). Tìm một điểm 

của đường thẳng, chẳng hạn (- 2; -1), khi đó phương trình tham số va 
phương trình chính tắc của đường thẳng đó là 
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am... 


y=-l+ät đấf s28 


b) Từ phương trình chính tắc, suy ra tọa độ giao điểm của đường 
thẳng đó với hai trục là A(0; 9) và B(~'; 0). Vậy phương trình theo 


đoạa chắn của đường thắng đó là = +—=I]. 


3 
Bài 23. Cho ba điểm A(3; 5), B(-1; 1), C(4; 2). 
a) Chứng minh A, B, C là ba điểm không thẳng hàng. 
b) Viết phương trình đường cao BB' của tam giác ABC. 
c) Tìm toạ độ điểm A,, chân đường cao kẻ từ A. 
Giải 


.a) Ta có BA =(4; 4), BC =(5; 1). Do sÝ† nên BA,BC không 


vỘ 
2 


cùng phương, suy ra A, B, C không thẳng hàng. 
b) Đường cao BB' đi qua B, nhận AC làm vectg pháp tuyến. Ta 
có ^C =(1;-3) = (BB): 1x + 1)- 3 (y + 1)=0 hay 
x-ä3y-2=0. 
e) BC =(5; 1). Phương trình tham số của BC là: 


x=-l+Št 
y=l+t ` 
Suyra A(-1 +ðt; 1 + 9). AA'=(S5L—4; t—4). Ta có 
AA' L BC © 5(5t- 4)+t— 4=0>26t=24>t= — 
60 1 
Thay t vào phương trình tham số của BC được: A' "8? — 


13 
Có thể tiến hành cách khác như sau: Viết phương trình đường cao 
AA' - (đó là đường qua A và vuông góc BC). Sau đó, giải hệ phương 
trìna để tìm giao điểm của hai đường thẳng AA' và BC. 
Bèi 23. Cho ba điểm A(2 ; ð), B(-1 ; 2) và C(5 ; 4). Tìm phương trình 
đường thẳng d đi qua A sao cho hai khoảng cách từ B và C đến đ bằng 
nhan. 
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Giải. 

Gọi I là trung diểm của BC thì I = (2 ; 3). Xét đường thẳng qua 
A(3; 5) và trung điểm I(2 ; 3) của BC, đường thẳng này có phương trình 
x=9. Ta dễ thấy hai khoảng cách từ B và C đến đường thẳng này bằng 
nhau. 

Vậy đường thẳng x = 9 thoả mãn để bài. 

Mặt khác, xét đường thẳng đi qua A(2 ; 5) và song song với BC. 
Rõ ràng hai khoảng cách từ B và C đến đường thẳng này cũng bằng 
nhau. Ta có BC = 2(3 ; 1). Phương trình của đường thẳng này là: 

x=2+3t : 

J =5+t 

Tóm lại, ta có hai đường thẳng x = 2 và x— 3y + 13 = 0 thoả mãn 
đề bài. 


hay x- 3y + 13=0. 


Bài 24. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy biết tọa độ các 
đỉnh AABC là A(- 6; - 3); B(- 4;3); C(9; 2). 
a) Viết phương trình đường phân giác AD của AABC. 
b) Tìm điểm P trên (đ) sao cho ABPC là hình thang. 
Giải. 
a) Ta có AB = 44+36 =440, AC= J55+: 25= =4250. 


“Theo định lí đường phân giác: 


DB/DC = AB/AC = 40 „2. 
250 5 
Suy ra Dỗ=-2 PC, từ đó, OB- öB=-2(G€- OD) (với O là gốc toạ độ 


của hệ trục Oxy), hay 


|s;=š-9)+26)=-2 


ĩ 
|„=‡6+?6)=” 


Từ đó, dễ đàng tính được phương trình đường phân giác AD (đi qua A và 
D)làx-y+3=0. 


ö5=ŠOB+ 2ÓC © 


¬ 
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b) Giả sử D là điểm trên (d) sao cho ABPC là hình thang. 

se Trường hợp 1: AC, BP là đây  AD I/ BP. Ạ 

+ Đường thẳng BP có B(- 4; 3) và có vectd 
chỉ phương là (3; 1) (do AC =(15; 5)) nên BP có 
phương trình tham số: 

x =-4+3t R 
y=3+t 

+ Theo câu trên, AD có phương trình x - y + 3 = 0. Để tìm giao 
điểm của hai đường thẳng AD và BP, thay x, y từ phương trình tham số 
của BP vào phương trình x - y + 3= 0, ta được: 

(4+3) —-(3+9+3=0œt=2. 

Từ đó, ta có giao điểm P(; 5). 

s© - Trường hợp 2: AB và CP là đáy: AB 1 CP. 

+ Lập phương trình tổng quát của 
đường thẳng CP biết C(9; 2) và vectd chỉ 
phương là (1; 3), do AB=(2; 6): 8 C 

3x - 2y T— 25 =0. 

+ Toạ độ giao điểm P là nghiệm của hệ 

gồm hai phương trình P 
x-y+3=0 và 3x- 3y - 2B =0. 

Từ đó, P(14; 17). Vậy, nếu chọn P(2; 5) thì ABCP là hình thang có 
đáy là AC, BP. Nếu chọn P(14; 17) thì ABCP là hình thang có đáy là AB, 
CP. 


PI0. Tìm phương trình tham số và phương trình chính tắc của đường 
thẳng đi qua M và có vectơ chỉ phương ũ trong mỗi trường hợp sau đây: 
a) M(1; -4) và (2; 3); b)M = O(0;0) và u(1;-2). 
PII. Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng A¿, A; lần lượt có phương 
trình là: 
a) Ai:2x+3y+1=0 và A;:4x+By-6 =0; 
b) A¿:3x—-2y+1=0 và A;:2x+3y-5 =0; 
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b9 R 22 lê) 
6) Ả¡# và Á¿: ¡ 


y=-l+t y=5-2t 

x=3+át > 
đ) A;¡: và A;:5x+4y—-7=0. 
) Á; "#2 gt 2 y 


P12. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm M(-2 ; -4), cất trục 
Ox tại A và Oy tại B sao cho tam giác OAB vuông cân. 
P18. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau và tìm giao điểm 
của chúng (nếu có): 
a) 2x-ðy+3=0và ðx+2y—-3=0. 
b) x-3y+4=0 và 0,5x- 1,y+4=0. 
e) 10x+2y-3=0 và ðx+y—1,=0. 
P14. Hãy xác định tọa độ điểm P trên đường thẳng A có phương trình 
x~y+2=0 sao cho P cách đều A(0; 4) và B(4; -9). 
PI5.: Xét xem ba đường thẳng sau có đồng quy hay không: 
()x-y+ v29 =0; (2) 43x-y=- 429 ; 
(3)x~y+ 432 —17 =0. 
PIG. Cho tam giác ABC có phương trình các cạnh: 
AB: 2x-3y-1=0, l 
BC: x+3y+7=0, 
CA: 5x—-2y+1=0. 
Viết phương trình đường cao của tam giác kẻ từ đỉnh B. 
P17. Cho dường thẳng d: x—y =0 và điểm M@; 1). 
a) Tìm phương trình đường thẳng đối xứng với d qua M. 
b) Tìm hình chiếu của M xuống đường thẳng d. 
P18. Trong mặt phẳng hệ trục vuông góc Oxy, cho điểm A(1; 3), 3(—1; 
2) và đường thẳng d có phương trình x- 2y + 1= 0. 
Tìm toạ độ điểm C trên đ sao cho AABC có CA = CB. 


P19. . Cho dường thẳng d có phương trình tham số 
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x=l+2t 
y=-5+3t` 


a) Tìm giao điểm của d với trục hoành và với trục tung. 

b) Các điểm A(I1 ; 1), B(5 ; 1), C(3; 1), D(3 ; -3), có nằm trên 
đường thẳng đ hay không? 
P90. Cho ba điểm A(2; 5), B(-1 ; 3) và C( ; 4). Tìm phương trình đường 
thẳng đ đi qua A sao cho hai khoảng cách từ B và C đến d bằng nhau. 


P91. Tìm hình chiếu vuông góc của điểm M(3; -2) xuống đường thẳng 
đd trong mỗi trường hợp sau: 
a)d: Ne b)d: Le S l œìd: 5x— 12y+10=0. 
y=l 3 -4 
P22. Lập phương trình các cạnh của AABC, nếu B(-4; 5) và hai đường 
cao hạ từ hai đỉnh còn lại lần lượt có phương trình 
5x + 3y —- 4=0 và 3x + 8y + 13=0. 


§ 3. KHOẢNG CÁCH VÀ GÓC 
3.1. _ Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


s« - Khoảng cách từ một điễm đến một đường thẳng 
Trong mặt phẳng toạ độ cho đường thẳng A có phương trình tổng 
quát Ax + By + C = 0. Khi đó, khoảng cách d(M ;9 A ) từ điểm M(xy; 
ym) đến A là h 
— |Ax + By + C| 
vVA?+B? m 
Nếu gọi M' là hình chiếu (vuông góc) của M trên A, ta có: M'M=tn. 
Trong quá trình chứng minh công thức khoảng cách trên (SGK), ta 
tính được t= xu + Su +€ 
A“+B 
Tương tự nếu có điểm N( xy; yy) với N' là hình chiếu của N trên A 
thì ta cũng có: N'N = t'n, trong đó 


d(M; A) 
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_ AxN + ByN +C 


_ 
A?+B? 


Nhận xét. 
*t, € cùng dấu khi và chỉ khi MM 
và NN cùng hướng, nghĩa là M, N 
ở về một phía của A. 
* t, £ khác đấu khi và chỉ khi 
MM và NN ngược hướng, nghĩa 
là M, N ở về hai phía của A. 
Như vậy: 
a) Hai điểm M, N nằm cùng 
phía đối với A khi và chỉ khi: 
(Axựu + By +C)(Axy +Byy +C) >0, 
b) Hai điểm M, N nằm khác phía đối với A khi và chỉ khi: 
(AXu + By„ +C)(Ax„ + By, +C) <0. 
Ví dụ: Hai điểm (7; 6) và (—1; 2) nằm về hai phía của đường thắng y 
=x- 2. Thật vậy, y =x- 2© x—y+2=0 và ta có 
(7—6+2)(1-2+2)<0. 


© Phương trình các dường phân giác 
Cho hai đường thẳng cắt nhau: 
Ai: A¡jx + Bịy + Ơi =0 và A¿: A¿x + Bạy + Ở; = Ô. 
Hai đường phân giác của hai góc tạo bởi hai đường thẳng đó có 


phương trình là 
Aix+Biy+Ci _ A;x+Bạy+C; 
\JA?+B‡ \JAj‡+BỶ 
hoặc ^IX†Bịy+Ci __ Àzx+ B;y+C; : 
A?+Bƒ A?+B 


s _ Cách chọn đường phân giác trong (hoặc ngoài) 
Khi lập phương trình đường phân giác (chẳng hạn, AD của 
tam giác ABC), ta được hai phương trình, một phương trình biểu 
diễn phân giác trong và một phương trình biểu diễn phân giác 


ngoài. Để xét xem đâu là phân giác trong hoặc ngoài, ta thực hiện 
như sau: Chọn ra công thức ứng với dấu cộng (+) và kí hiệu biểu 
thức là ftx; y) = 0. Tính toạ độ của hai đỉnh còn lại, B(x; ; y,) và C(x; 
; ya). Tiếp theo, thay toạ độ vào biểu thức phân giác, ta được fÑxị ; Vị) 
và ffx› ; y;). Khi đó: 
Nếu ffx, ; y,).fU¿ ; y¿) < 0 thì Ñx ; y) = 0 là phân giác trong. 
Nếu ffx; ; y,).f%; ; y¿) > 0 thì Ñx ; y) = 0 là phân giác ngoài. 
+ Góc giữa hai dường thẳng 
Hai đường thẳng a và b cắt nhau tạo thành bốn góc, góc nhỏ nhất 
trong bốn góc đó đuợc gọi là góc giữa hai dường thẳng œ uà b, kí hiệu 
là (a, b). Khi a song song hoặc trùng với b, ta quy ước rằng góc giữa 
chúng bằng 0°. Ta luôn có (a, b) < 901. 
Gọi u, v lần lượt là các vectơ chỉ phương của a, b, ta có 
(a, b)=(; v) nếu (u; v)<90°; 

(a, b)= 1800°~ (u; v) nếu (u; v)> 90%, 
Chú ý. Giả sử hai đường thẳng cho bởi phương trình 
y =k¿x + bị và y = kạx + bạ. Gọi @ là góc giữa chúng, ta có: 

|kik; +1| 


COSØ@=————=——>. 
\(d+k?)(1+ k3) 


Suy ra các sự kiện quen thuộc trong đại số sau đây: Điều kiện vuông 
góc của hai đường thẳng là k,k;ạ = -1. Điều kiện song song của hai 
đường thẳng là kạ = kạ, với bạ # bạ. 

* Ngoài ra ta còn có công thức sau khi kịk; # -1: 

k,—k, 


tị = 
vấn L3 


saỀ 
Chúng minh. Từ công thức tg”ø = 1. 


5 5 —] suy ra 
COS“Ø@  COS“Ø@ 


, _„+kÖ(+kj)_ &ik;+l _ (k; —kj)” 
&kạ+Ùˆ (Œkkạ+l” (kạ+l) 
suy ra điều phải chứng mỉnh. 
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3.2. _ Một số dạng toán 


Bài 95. Tìm quỹ tích các điểm cách đều hai đường thẳng: 
a) 5x + 3y - 3 = 0 và ðx + 3y + 7 =0; 
b) 4x - 3y + 2= 0 và y- 3=0. 
Giỏi 
a) Điểm M(x ; y) cách đều hai đường thắng 5x + 3y - 3 = 0 và 5x 
+ 3y + 7 = 0 khi và chỉ khi 
x+3y~3| _ x+3y + T| Tá lệ lề ReAt Sự @) 


434 434 5x+3y—-3=-5x-3y—7 (2) 
Tập nghiệm của (1) là tập rỗng, ngoài ra: 
(2) © 10x + öy + 4=0 © 5x + 3y + 2= 0. 
Vậy quỹ tích các điểm M là đường thẳng 5x + 3y + 2 = 0, đường 
thẳng này song song và cách đều hai đường thắng đã cho. 
b) Bằng cách tương tự, toạ độ các điểm cách đều hai đường thẳng 
là nghiệm của phương trình: 
|&x-3y+2| Han hờn SE =0 () 
b} 1 4x-3y+2=-5y+l5§ 4x+2y-l3=0 (2) 
Quỹ tích các điểm đó là hai đường thẳng có phương trình (1) và (2). 
Bài 26. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy biết tọa độ các 
đỉnh AABC là A(- 6; - 3); B(- 4; 3); C(9; 2). Viết phương trình đường 
phân giác AD của AABC. 
Chú ý. Ta đã giải bài này trong câu (a), Bài 24, mục 2. Sau đây 
là cách giải bằng công thức đường phân giác. 
Giải 
Xác định phương trình cạnh AB: 3x - y +15 = 0 và phương trình 
cạnh AC: x - 3y - 3 = 0, sau đó lập phương trình đường phân giác theo 
công thức 
Bx- »+15| _Jt-3z-3 m4 32-3 | 
4+1 AlI+9 3x-y+l5=-x+3y+3_ |x-y+3=0 
Để chọn phân giác trong của góc A, đặt f(x,y) = x - y + 3. 
Thay tọa độ B và C vào f(x,y) ta được: 


fKụ; Yg)= — 4- 3+ 3= -4,fÑxc;yc)=9- 2+ 3= 10 
=> fẨxp; yp).ÑXc; yc) = —40. 
Vậy x - y + 3 = 0 là đường phân giác trong (AD) của AABC. 
Bài 97. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho AABC biết 
A(L;2); B(3; 4). Gọi (đ) là đường thẳng đi qua A và song song với Oy. 
Tính góc giữa (d) và AB. 


Giải 
Ta có AB = (2; 9). Vectơ chỉ phương của (d) là j = (0; 1), 
SE 2.0+2.1 v2 
cos(AB.j)=-——————— “ _—„.. 
42?+2?40°+I? 2 


do đó, (AB, j)= 450, suy ra góc giữa (d) và AB là 45”. 


Bài 28. a) Cho hai đường thẳng A: px + y + 3= 0, A: x + py — 5 =0. 

Tính cos(A, A'). 

b) Cho ba điểm A(4; -1), B(-3; 2), C(1; 6). Tính góc BAC và góc 
giữa hai đường thẳng AB, AC. 

Giải 
gì 
a) cos(A,A)= _. 
p +Ì 
b) Ta có AB =(-7; 3), AC = (3; 7), 
cosBAD = cos(AB, AỞ)= . = BAO ~43"36!. 


Các đường thẳng AB, AC lần lượt có vectơ chỉ phương AB, AC, mà 
(AB, AC) < 900 nên (AB, AC) = (AB, AC) ~ 43936, 


Bài 29. a) Tìm điểm M' đối xứng với điểm M(2; 5) qua đường thẳng A: x 
+9y—9=0. 
b) Viết phương trình đường thẳng A' đối xứng với A qua M. 
Giải 
a) Giả sử điểm M'( ; y) đối xứng với điểm M(@ ;.5) qua đường 
thẳng A: x + 2y - 2= 0, điều này xảy ra khi và chỉ khi MM'LA, dồng 


thời M và M' cách đều A. Ta có MM' = (x-2 ; y-B), đường thẳng A có 
vectơ chỉ phương v= (-2;1). 
©  MM'IA ©cos(MM,A) =0 ©-2(x - 2) + (y - 5) =0 


©-9x+y~1=0. @) 
|x+2y-2|_b+10-2| 
— 

©lx+2y-2| =10. 2) 
Từ (1) suy ra y = 2x + 1, thay vào (2) ta được 


|ðxI mm : 
x=-2 


e M,M' cách đều A<© 


Với x = 9, y = B ta có toạ độ của chính điểm M nên loại, với x = -2, 
ta được y =-3. Vậy điểm cần tìm là M'-2 ; -3). 

b) Đường thẳng A' phải song song với A nên A' có phương trình x 
+ 2y +C=0, với C #-—9. Khoảng cách từ M tới A và A` phải bằng nhau, 


nghĩa là: 
|.1+2.5-2 _ |J2.1+2.5 +C| 
M+2 v2 ˆ 
đo đó, | 12 + C| = 10 > 12 + € = +10 > C = -2 (loại) hoặc C = -22. 

Vậy A' có phương trình x + 2y - 22=0. - 

Bài 30. Cho một hình bình hành có tâm là điểm I(3 ; 5) và hai cạnh của 
nó nằm trên hai đường thẳng x + 3y - 6 = 0 và 2x - 5y - 1 = 0. Hãy viết 
phương trình hai cạnh còn lại của hình bình hành. 

Giỏi 

Dễ thấy hai đường thẳng x + 3y - 6 = 0 và 2x - ðy - 1 = 0 cắt 
nhau, do đó, hai cạnh còn lại của hình bình hành là hai đường thẳng lần 
lượt đối xứng với hai đường thẳng trên qua điểm I(3; B). : 

Gọi đường thẳng x + 3y - 6 = 0 là A, đường thẳng đối xứng với A 
qua I(3; ð) là A', Vì A' phải song song với A nên phương trình của A' có 
dạng: x + 3y + € = 0 với C # -6. 

Khoảng cách từ I tới A và A' phải bằng nhau, tức là: 
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B+1!5-6[_B+15+C| 

suy ra 12= |18 + G| = 18+C=+12= € =-6 (loại) hay Ơ = -30. 

Vậy phương trình của A' là: x + 3y - 30 =0. 

Bằng cách tương tự, đường thẳng đối xứng với đường thẳng 
2x- By - 1=0 qua điểm I(3 ; 5) có phương trình 2x - 5y + 39 = 0. 
P23. Tìm tập hợp những điểm M(x; y) sao cho khoảng cách từ M đến 
đường thẳng Ax + By + C = 0 bằng h không đổi. 
P24. Mệnh đề sau đây đúng hay sai: Gọi ọ là góc giữa hai đường thẳng 
chứa hai cạnh AB, AC của tam giác ABC, ta có 
AB?+ AC? -BC? „ 

2AB.AC 

P25. Cho AABC trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, biết 
A(3 ; -7), B(9 ; -5), C(-ð ; 9). Viết phương trình đường phân giác trong 
của góc lớn nhất của AABC. 


COSØ = 


P26. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho hình bình 
hành ABCD có số đo diện tích bằng 4. Biết đỉnh A(1 ; 0); BŒ; 0) và 
giao điểm I của hai đường chéo AC và BD nằm trên đường thẳng y = x. 
Hãy tìm toạ độ các đỉnh C và D. 

P37. Cho ba điểm A(3; 0), BC; 4) và P(10; 2). Viết phương trình 
đường thẳng đi qua P và cách đều A, B. 

P28. Cho hai đường thẳng A,: x + 9y — 3 = 0 và A;: 3x — y + 9 = 0. Viết 
phương trình đường thẳng (A) đi qua điểm P(3; 1) và cắt (A,), (A;) lần 
lượt ở A, B sao cho: đường thẳng A tạo với A, và,A; một tam giác cân có 
cạnh đáy là AB. 

P29. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A(O; 1) và tạo với 
đường thẳng x + 9y + 3 = 0 một góc bằng 459. 
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§ 4. ĐƯỜNG TRÒN 


4.1. 


Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


Phương trình đường tròn 

Trên mặt phẳng toạ đô, cho đường tròn (C) tâm I(a; b) có bán kính 
R. Điểm M@œ; y) thuộc Nhà g tròn khi và chỉ khi 
IM = R, hay là: (x—a) + (y— b)ˆ = R? (*). Ta gọi phương trình (*) là 
phương trình của đường tròn (C). 
Nhận dạng phương trình đường tròn 

Phương trình (*) tương đương với 

x? + y?— 2ax - 2by + a2 + b°— R?=0 
Như vậy, mỗi đường tròn trong mặt phẳng toạ độ đều c có phương 
trình dạng: 
x2 +y?+ 2Ax + 2By + C = 0. 22) 
Ngược lại, phương trình: 
x? +y? + 2Ax + 2By +C=0 

Với điều kiện A2 + B > C, là phương trình của đường tròn có tâm 

I(-A; -B) và có bán kính R=+/A? +B —C. 

Chú ý. (**) chỉ là phương trình đường tròn khi A2 + BẺ > C. Khi A2 

+ BÊ <C hay A? + BŸ - C <0, tập hợp các điểm M thoả mãn (**) là 

tập rỗng. Khi A2 + B? = C hay A? + Bˆ ~ C = 0, tập hợp các điểm M 

chỉ có một điểm có toạ độ (—A; -B). 

Tiếp tuyến của đường tròn 

Cho đường tròn (C) có tâm I(a; b), bán kính R và điểm 
MŒx¿; yạ) nằm trên (C). Phương trình đường thẳng tiếp xúc với (C) tại 
Mà (a - xạ)(x — Xạ) + (b — yạ)(ÿy — yọ) = Ö. 

Chú ý. 

1) Điều kiện để đường thẳng A tiếp xúc với đường trồn 
(I; R) là đ(1; A) = 


12% 


9) Đối với bài toán tìm tâm và bán kính đường tròn nội tiếp, ngoại 
tiếp tam giác, cần chú ý vận dụng tính chất quen thuộc: Tâm đường 
tròn nôi tiếp là giao điểm ba đường phân giác, tâm này cách đều ba 
cạnh. Tâm đường tròn ngoại tiếp là giao điểm ba đường trung trực, 
tâm này cách đều ba đỉnh. Đối với bài toán về đường tròn ngoại tiếp, 
nếu biết ba đỉnh, có thể thay toa độ ba đỉnh vào phương trình tổng 
quát của đường tròn rồi xác định các thông số cần thiết. 


4.2. Một số dạng toán 


Bài 31. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm 
M(1; 2), NG; 2) và P(1; -3). 
Giải 
Cách 1. Có thể tìm được phương trình đường tròn nếu biết toạ độ 
của tâm và bán kính của nó. Gọi I(x; y) là tâm của đường tròn, từ điều 
kiện IM = IN = IP, ta có hệ phương trình: 
3... 286 
(x~D°+@~2)?=œ&-=°+@+3)2 “” [y~2? =y+3"ˆ 
Dễ dàng tìm được nghiệm của hệ là x = 3 ; y = ~0,5. Vậy 1(3; 0,õ). 
Bán kính của đường tròn: RỶ = IM? = 10,25. Phương trình đường tròn là: 
(x — 3) + (y + 0,5)? = 10,25. 
Cách 2. Giả sử phương trình đường tròn có dạng: 
x°+y? + 2Ax + 2By + C = 0. 
DoM,N, P thuộc đường tròn nên ta có hệ phương trình 
5+2A+4B+C=0 q) 
29+1I0A+4B+C=0 (2) 
1I0+2A-6B+C=0_ @) 
Từ (1) và (2) suy ra 24+ 8A = 0, hay A=-~3. Từ (1) và (3) suy ra 
=õ +10B=0,B=0,5. 
Thay A, B vừa tìm vào (1), ta có C = -ð + 6— 2 = -1. Vậy phương trình 
đường tròn là x?+ y°—6x+y—1=0. 
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Bài 39. Cho hai đường tròn đổng tâm (O ; R) và (O' ; R), với 
R<R. Tìm quỹ tích tâm I của đường tròn tiếp xúc với (O) và (O'. 
Giải 
+ Nếu (I ; r) tiếp xúc trong với (O; R) 
và tiếp xúc ngoài với (O ; R), ta có 


(%2 IO =R -r. Mặt khác IO = R + r. Do vậy 
IO = _ . Vậy quỹ tích tâm I là đường 


tròn tâm O, bán kính s c z 


+ Nếu (I; r) tiếp xúc trong với cả hai đường 
đA tròn (O ; R) và (O ; R), ta có 
N7 IO =R —r. Mặt khác IO = r - R. Do 


Vậy, Io-S=. Vậy quỹ tích tâm I là đường 


tròn tâm O, bán kính =. h 

Bài 33. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C): 
(œ%x+1+(y—9)?=5 

biết rằng tiếp tuyến đó đi qua điểm M(X5 —1; l). 


Nhận xét. Theo sách giáo khoa, phượng trình đường thẳng tiếp 
xúc với (C) tại M là (a - xạ)(X — xạ) + (b - ÿo)(y — yo) = 0, nhưng điều cần 
nhớ là điểm MQ; yọ) phải nằm trên (C). Do đó, trước tiên phải kiểm #ra 
xem M có thuộc (C) hay không (học sinh dễ nhầm lẫn điều này: áp dụng 
ngay công thức đã học mà không kiểm tra điểm M nằm ở đâu). 

Trong trường hợp M không thuộc (C), như bài này, phương pháp 
quen thuộc là sử dụng tính chất: Để A là tiếp tuyến của đường tròn, điểểu 
kiện cần và đủ là khoảng cách từ tâm đến A phải bằng bán kính của 
đường tròn. 

Giải 

Đường tròn (C) có tâm I(_1; 3) và bán kính R =-/5. Dễ thấy điểm 

M không thuộc đường tròn (C). 
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Đường thẳng A đi quaM có phương trình: 
AŒ&-5+l)+B(y—1)=0 (với A? + BẺ z 0), @) 
ở đây, (A, B) là vectơ pháp tuyến của A. 
Khoảng cách từ tâm I(-1 ; 2) đến đường thẳng A là: 
|Ac- -X5+I)+B@ =0) 
VA?+B? 
Để 4A là tiếp tuyến của đường tròn , điều kiện cần và đủ là khoảng cách 
đó phải bằng bán kính của đường tròn, tức là: 


TH HN E1 ŸiBtanl--VEIE2 Đế, 
vJA?+B? 
Biến đổi biểu thức trên, ta được B(@B + V5 A) = 0, suy ra 
B=0 hoặc 9B+ V5 A =0. 

Trường hợp 1: Nếu B =0, vì A? + B° z0 nên A # 0, chia hai vế 
của (1) cho A ta được x—5 +1=0. 

Trường hợp 2: Nếu 2B + ^l5A = 0, ta có thể chọn A = 2, suy ra 
B=-45, 

Tóm lại, ta có hai tiếp tuyến cần tìm là 

x=A/5 +1=0và 9x~/5 y+9-xƒ5 =0. 

Chú ý. Khi có một biểu thức liên hệ giữa A và B trong phương 
trình đường thẳng (như trên), ta có thể chọn cho A một giá trị tùy ý rồi 
suy ra B (cũng vậy, có thể chọn cho B một giá trị tùy ý rồi suy ra A). 
Hiiển nhiên, nên chọn thế nào để thuận lợi trong tính toán và để phương 
trình tìm được của đường thẳng có dạng sao cho các hệ số gọn nhất. Sở 
đĩ có điều này, vì vectơ pháp tuyến (A, B) chỉ là một trong uô số các vectd 
plháp tuyến, mà từ mỗi một trong các vectơ pháp tuyến này, ta có thể tạo 
vectơ pháp tuyến khác bằng cách nhân cho một hệ số. 

Bài 34. Trong mặt phẳng Oxy cho họ đường cong (C„) có phương trình: 
x2 +y? +2(m~—])x—2(m—2)y +m2~8m +I3=0. 


a) Tìm tất cả các giá trị của m để (C„) là đường tròn. 
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Tìm quỹ tích tâm I của họ (C„) khi m thay đổi. 
b) Cho m = 4. Viết các phương trình các tiếp tuyến kẻ từ điểm 
A(1, 5) đến đường tròn (Œ,). 
Giỏi 
a) Phương trình của họ (C„) được viết lại thành: 
[x+(m-~I)Ÿ +[y-(m-2)]? =m°+2m-8. 
Để (C„) là đường tròn, ắt có và đủ là 
mˆ +2m -8>0©(m <~4vm >2). Œ®) 
Đường tròn này có tâm là I với tọa độ(x=-m+l,y=m-—2). Khử m ở 
hoành độ và tung độ, kết hợp với (*), ta suy ra quỹ tích tâm I khi m thay 
đổi là phần đường thẳng x+y—3=0, với x<—I hay x >5. 
b) Khim = 4, phương trình đường tròn (€,) là: 
(x+3)?+(y—2)? =l6œ© x?+y?+6x—4y-3=0. (® 
Đường tròn này có tâm I(-3,2) và bán kính là 4. Ta gọi (D) là đường 
thẳng đi qua A. Xét sự tương giao giữa (D) và (C,), có hai trường hợp 
sau: 
Trường hợp 1: (D) là đường thẳng x = 1. 
Dã thấy khoảng cách từ (D) đến tâm I của (C,) là 4. Vậy đường 
thẳng x = 1 là một tiếp tuyến kẻ từ A của đường tròn. 
Trường hợp 2: (D) có phương trình y =k(x—l)+5. 
() là tiếp tuyến với (C,) khi và chỉ khi khoảng cách từ I đếa (D) 


bằng 4: 
-3k+5—k~2_ -4k#) ¿S7 


=4«© : 
ÝJk? +12 vk?+1? 24 
Do đó (@) có phương trình: 7x + 24y - 127=0. 


Tóm lại, qua A có thể kẻ đến (C,) hai tiếp tuyến là x=l và 
7x+24y-127=0. 


Bài 35. Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình: 
x°+y?~6x+2y+6=0 


và điểm A(1, 3). 
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a) Xác định tâm T và bán kính # của (C) và chứng tổ A nằm ngoài 
(Ó), 
b) Lập phương trình tiếp tuyến của () xuất phát từ A. 
Giai 
a) Ta viết lại phương trình của (C) dưới dạng chính tắc: 
(x=3)°+(y+U) =4. 
Vậy (C) có tâm I(3.—l) và bán kính #=2. 


b) Vì khoảng cách IA làa/(—1)2+(—1-3)? =A20 >2 nên suy 


ra A nằm ngoài (C). Họ đường thẳng đi qua A(1, 3) gồm có đường thẳng 
x=l và các đường y=kx-k+3.- 

© - Thay x=l vào phương trình của (C) ta được: 

2 
(y+l“ =0, 

phương trình này cho ta nghiệm kép y =]. 

Vậy đường thẳng x =l tiếp xúc với (C). 

e _ Khoảng cách từ tâm I đến đường thẳng y =kx—k+3 là 
2|k + 2| 


mm" 


để đường thẳng tiếp xúc với (C) ta phải có: 
2|k+2 
"Ặ-... nh =|k+2|£k = 


Yk?+I 
I) 


thay vào phương trình y =kx -k+3 ta được: y = -.x + 1° 


h= 


Vậy qua A có hai tiếp tuyến với (C): 
x=lvày= =. x+ kẻ 
Ày bà Tà 

Bài 36. Cho các dường tròn: 

(C): x”+y? =1, (Cụ): x°+y?—2(m+l)x + 4my =§, 

a) Chứng minh rằng có hai đường tròn (C„), (C„;) tiếp xúc với 
dường tròn (C), ứng với hai gía trị mm; của m. 

b) Xác định phương trình các đường thẳng tiếp xúc với cả hai 
đường tròn (,„), (Ở„¿) nói trên. 
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Giải 
a) Ta viết lại phương trình đường tròn (C„): 
[x~(m+I)Ï + (y+ 2m)? =5mˆ +2m+6, 
ta suy ra tâm O„„ của (C„) có toạ độ (m +I, -2m), bán kính của (Œ,) là 
R„ = (5m2 +2m+6. Ngoài ra, O(0,0) và R =1 là tâm và bán kính của 
(C). Để (C„) tiếp xúc với (C), ắt có và đủ là: 


Thế ý 15m? +2m+6 +1=J5m? +2m + Ì 


hs) c 
|Rm—R|=OmO Năm” +2m+6 =I =j5m” +2m+l.. 


Vì 5m2+2m+6=4m2+(m+l)+l>l nên điểu này tương đương với: 


A|5m? +2m+6 +1 =+j5m2+2m +l, và ta được: m=~I, m=Š. 

Tóm lại, ứng với mỗi một, trong hai giá trị trên của m, có hai 
đường tròn (C _¡) và (C;,;) tiếp xúc với (C). 

b) Phương trình của hai đường tròn (C_¡) và (C;/s) lần lượt là: 
x?+(y-IU =9, ( -n" + +5” =9. Hai đường tròn này có cùng bán 
kính là 3, khoảng cách hai tâm M, N của chúng là 


¬ 


nên chúng cắt nhau, do vậy, chúng có hai tiếp tuyến chung ngoài song 


song nhau. Vectơ chỉ phương của hai tiếp tuyến này là: 


suy ra vectơ pháp tuyến là ñ =(2,1) và phương trình hai tiếp tuyến này 
có dạng 2x +y =c (A). Do khoảng cách giữa M hay N đến (A) phải bằng 


3 nên từ đó: 


4s e=-j§—5 


và phương trình hai tiếp tuyến cần chỉ ra là: 
2x+y+3ÍS5—2=0, 2x+y-3⁄4/5-2=0. 


|I2+c| e2 
=3© 
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Bài 37. Trong mặt phẳng với hệ toạ độ vuông góc Oxy cho hai dường 
tròn (C,), (C;) có phương trình lần lượt là: 
x?+ y?-2x-2y-2=0 v2 +y? =8x-2y+l6=0. 
a) Chứng mình rằng (€,), (,) tiếp xúc nhau. 
b) Viết phương trình các tiếp tuyến chung của (€,), (G;). 
Giải 

a) Các phương trình của (C,), (C;) lần lượt được viết lại dưới đạng 

chính tắc như sau: ` 
(œx=Ð°+Œ~ˆ=4,(x=4)°+(y—Ð? =1, 

và ta suy ra (C,) có tâm O¡(11), bán kính 2; (C;) có tâm O;(4,I) bán kính 
1. Khoảng cách O,O; là xJ3” +0 = 3, bằng tổng hai bán kính nên (C,) và 


(C;) tiếp xúc ngoài với nhau tại T(3, 1). 


b) Dĩ nhiên, x =3 là một tiếp tuyến chung của hai đường tròn, ta 
sẽ tìm hai tiếp tuyến chung còn lại. 

Xét đường thẳng (D) tuỳ ý có phương trình ax-y+b=0, ta gọi 
dị ,d; lần lượt là khoảng cách từ O, , O; đến (D), ta có: 
a-I+b| á |4a—1+ bị 

„ dạ= * 

Va?+l va?+l 

Để (D) trở thành tiếp tuyến chung của (C,) và (C,) ta phải có 
dị =2, dạ =1, hay là: 


guel 


|a-Il+b|_ 
a2+l g |a-I+b|=2va?+l 
|#a-I+b|_. ||a-I+b|=2|4a—I+b| 
a?+I 
|a—I+b|=2ýa? +I |a-I+b|=2a?+I ®) 
a+b—l=2(4a+b-—I) b=-7a+l 
|a—I+b|=2a? +I [a-I+b|=2va?+l Œ® 
a+b-l=-2(4a+b-l) 3b =-9a +3 : 


điải hệ (*) ta được: 
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do đó ta có hai tiếp tuyến chung: 


I 7 
+l=0 và -—=x-y+——>+l=0. 
2⁄2 


1 7 
DU 7Ô Đố 2/2 
Hệ (**) vô nghiệm, vì nếu thay b=-3a+l từ phương trình thứ 
hai vào phương trình đầu thì ta được phương trình vô nghiệm 
2|a|=2 a2+1. 
Tóm lại, (C,) và (C;) có ba tiếp tuyến chung là x =3, 
x-242y+242-7=0 và -x-242y+242+7=0. 


Bài 38. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy cho đường cong 
x? + y? + 2mx - 6y + 4~ m =0 (C„). 

a) Chứng minh rằng (C„) là đường tròn với mọi m. Tìm tập hợp 
tâm của (C„) khi m thay đổi. 

b) Với m = 4, viết phương trình đường thẳng vuông góc với đường 
thẳng (A): 3x — 4y + 10 = 0 và cắt đường tròn tại hai điểm A, B, sao cho 
AB =6 đơn vị độ dài. 

Giải 

a) (Cm): (Xx+ m)°+(y-3)2=m2+m+5,Ym. Do đó, với mọi m, 
(C„) là đường tròn có tâm I(—m ; 3) và bán kính m”+m+5. 

Suy ra tập hợp các điểm I là đường thẳng y = 3. 

b) Với m = 4, phương trình đường tròn tương ứng là 

(x+4)+@-3)°= 25, 
đường tròn này có tâm I(—4 ; 3) và R = 5. Gọi (d) là đường thẳng cần tìm. 
Đường thẳng (4) L (A) có phương trình 4x + 3y + c = 0. Đường thẳng (d) 
cắt đường tròn tại A và B với AB = 6 nên nếu kẻ IH 1 AB tại H thì ta có 
AH= ệ .AB = 3. Theo định lí Pi-ta-go: 


IHỶ =IA? - AH” = 2ã - 9= 16 
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suy ra TH = 4, đây là khoảng cách từ I đến đường thẳng (d). Ta có 
~16+9+c| =ii<ð ¿=—13 là 
—=4<- = 


=‡4—> 
l6+9 lạm. (j:4x+3y+27=0 


Vậy ta tìm được hai phương trình đường thẳng thoả mãn đề bài: 
4x+3y-13=0; 4x+ 3y - 27=0. 


Nhận xét. Để tìm quỹ tích một điểm M(x; y), ta thường dựa vào 
các tính chất đã cho để tính được x và y, phụ thuộc vào một tham số m 
nào đó. Sau đó, khử m, ta được phương trình biểu diễn đường chứa điểm 
M, đó chính là phương trình của quỹ tích. Tuy nhiên, cũng có khi tìm 
được ngay phương trình quỹ tích mà không cần khử tham số, như cầu 


(a) của bài trên. 


Bài 39. Với hai đường tròn có phương trình dạng tổng quát cho trước, 
hãy xác định phương trình ứrục đẳng phương của hai đường tròn. 
Giải 

Trong chương 9, ta đã biết rằng frục đẳng phương của hai đường 
tròn không đồng tâm là tập hợp các điểm có cùng phương tích đối với hai 
đường tròn đó. Cho hai đường tròn không đồng tâm (C): x” + yŸ + 2A,x + 
2B,y + C¡ = 0 và (C9: x” + yŸ + 2A¿x + 2B¿y + Ơ; = 0. 

Xét điểm M(x; y). Tâm và bán kính của (C) lần lượt là O(-A; -B). 
R= \A?+BỆ~C.. Do đó, dễ đàng tính được 

“Me = OM?—RẺ = x” + y” + 2A,x + 2Byy + Cụ. 

Tương tự, ZMj¿cy = OM? — RẺ = x” + y” + 2A,„x + 2B„y + C¿, 

Như vậy, M có cùng phương tích đối với hai đường tròn khi và chỉ 
khi x” + y?+ 2A,x + 2B¿y + C¿=x?+y” + 9A¿x + 2B¿y + C¿, hay 2(A¡ — 
A2)x + 2(Bị - Bạ)y + C¡ — C¿ =0. Do hai đường tròn cắt nhau nên chúng 
không đồng tâm, suy ra A; - A; và Bị — B; không thể cùng bằng không. 
Vậy 

2(A;, - A¿)x + 2, - B,)y + C¡ - Cạ =0 
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là phương trình của đường thẳng. Đường thẳng đó chính là phương 
trình trục đẳng phương của hai đường tròn đã cho. 


Bài 40. Cho bốn số thực a, b, c, d thỏa mãn các hệ thức 
a?+bŸ =4 và c+d=5. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: T =ac + bd+cd. 

Nhận xét. Đây là bài toán đại số. Tuy nhiên, ở đây, ta có thể ứng 
dụng phương pháp tọa độ để giải bài toán này. Trong bài 41 dưới đây ta 
cũng áp dụng phương pháp này cho một bài toán hình học phẳng. 

Giải 

"Trong mặt phẳng Oxy, ta xét điểm M(a,b) thỏa mãn điều kiện 
a? + b? =4, thế thì M thuộc đường tròn (C) có tâm O, bán kính R = 2. Xét 
điểm N(c,d) thỏa mãn điều kiện c+d=5, N nằm trên đường thẳng có 
phương trình x+ y=5, ta có: 


MN = dc ~a)?+(d—b)ˆ 

= de? +a2 —2ac + d2 + b2 ~2bd 

= vã? +bˆ +(e+đ)? —2cd — 2ac—2bd 
=4|4+25—2(ac + bd + cả) = 2/29— 2(ac + bd +cd). 
Đường thẳng (D) có phương trình 
x+y=5 cắt xx,yy tại A(5; 0) và 
B(0; 5). Từ O vẽ OI 1 AB và cắt (C) 
tại H. Ta có: 


A ... 
b 59 
s OH=R=2, 

suyra HI=Ol-OH= để 


Ta có MN > HI, VMe(C), VNe(D), nghĩa 


là 


vJ29— 2(ac + bd +cd) vết uy, hay 


13% 


39-2ae+ bồ ted) 2(ÖV2 -3"< vá l0 V5 


25+ 202 
`... 
: M=H |â=b=2 
Dầu "=" xảy ra khi và chí khi: =. § 
N=l c=d=— 
2 
25 + 204/2 


Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức T là 


Bởi 41. Cho hai đường tròn có bán kính bằng 1 và V2, khoảng cách 
giữa hai tâm bằng 2. Gọi X là một trong hai giao điểm của hai đường 
tròn. M là điểm nằm trên đường tròn nhỏ, Y là điểm nằm trên đường 
tròn lớn sao cho M là trung điểm XY. Tính khoảng cách XY. 
Hướng dẫn 
Chọn hệ thống trục với tâm đường tròn nhỏ làm gốc, trục hoành 
là đường nối tâm. Từ đó, tính được toạ độ X là 


3M 
447 
Giá sử toa độ M có đạng (cosk, sink). Suy ra toạ độ điểm Y là 


: 


Aengdhk~S ; 2sink——— |. 
4 4 
Vì Y nằm trên đường tròn có tâm là (2, 0), bán kính ^/2, nên 
2 2 
[seo -_] +| 2sink =›i =2. 
4 4 

Suy ra 11cosk + V7 sink = 10. Ta có 

2 3 

XY?= [aeok -š { sink—) = 8~ 6cosk - 2 J7 sink 
=8~ 6cosk - 2(10 - 11cosk) = 16cosk - 12. 
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Nhu vậy ta cần tìm cosk. Ta có (10 - 11cosk)” = 7(1 — cos”k), suy ra 
128cos°k - 220cosk + 93 = 0œ> (32cosk - 31)(4cosk - 3) = 0. Từ đó, 


cosk = m tương ứng với điểm X, nghiệm còn lại là cosk = = Suy ra 


xvt~ 3! -la= 2,XV Ề, 
2 2 2 


P30. Mỗi phương trình trong các phương trình sau có phải là phương 
trình đường tròn không? 
a) x°+ y2 — 0,14x +5 2y —7=0 
b)x?+y?+ 2003x— 17y =0 
e)x” + yŸ - 2x — 6y + 103 =0 
đ)x?+y°—2x+By+2=0. 
P31. Tìm quỹ tích các điểm M sao cho 2MA? - 3MB = kể, trong đó, 
A(1; 1) và B(9; 7). 
P32. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn 
(C): x?+ y?~ 3x+y=0 
tại điểm gốc toạ độ O. 
P38. Viết phương trình của đường tròn tiếp xúc với hai trục toạ độ và 
đi qua điểm (2; 1). 
P34. Cho hai đường tròn có phương trình tương ứng là 
(Cu): x? + y?- 2mx + 2(m + 1)y— 1=0 và 
(C,): x? +y?—x+(m - 1)y+3=0. 
Tìm phương trình trục đẳng phương của hai đường tròn. Khi m thay đổi, 
hãy chứng minh rằng các trục đẳng phương đó luôn đi qua một điểm 


cố định. 


P3õ. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho ba điểm 
A(2; -4). B(4/3; 2/3), C(6; 0). Tìm tâm và bán kính đường tròn nội tiếp 
AABGC. 
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P36. "Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy cho AABC, với 
A(3; -7), B9; -ð), C5; 9). Hãy viết phương trình đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC. 
P3Z. Cho đường tròn x°+y°—4x+8y-5=0. 

a) Viết phương trình tiếp tuyến đi qua B(3; -11). 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn sao cho tiếp 
tuyến này vuông góc với đường thẳng x + 2y = 0. 

e) Định m để đường thẳng x + (m - 1)y + m =0 là tiếp tuyến của 


đường tròn. 


P38. Cho dường tròn (C): x” + y” + 2Ax + 9By + =0. Tìm phương tích 
của điểm Mạ; y„) đối với đường tròn (C). 


P39. Cho họ đường cong (C„): 
x°+ y — 2mx - 4my + ðm”~1=0. 

a) Chứng minh rằng họ (C„) gồm những đường tròn luôn tiếp xúc 
với 2 đường thẳng cố định. Xác dịnh phương trình hai đường thẳng cố 
định này. Ỉ 

b) Tìm m để (C„) cắt (C): x” + yŸ = 1 tại hai điểm phân biệt A, B. 
Khi đó, hãy chứng minh AB có phương không đổi khi m thay đổi trên 
những giá trị vừa tìm được. 


§ 5... ĐƯỜNG ELIP, ĐƯỜNG HYPEBOL, ĐƯỜNG PARABOL, 
BA ĐƯỜNG CÔNIC 


5.1. _ Tóm tắt kiến thức cần nhớ 


® - Định nghĩa đường clip 
Cho hai điểm cố định F¿ và F¿, với E,F¿ = 9e (e > 0). Đường elip (còn 
gọi là elip) là tập hợp các điểm M sao cho MF;+ ME; = 2a trong đó a 
> c là số không đôi. 
Ta nói E¿ và F; là các ziêz điểm của elip. Khoảng cách 2c được gọi là 
tiêu cự của elip. Các đoạn thẳng MF, và ME; được gọi là các bán bính 
qua tiêu của điểm M (với M nằm trên elip). 
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© _ Phương trình chính tắc của đường elip 

* Chọn hệ trục toạ độ sao cho trục hoành Ox đi qua hai tiêu điểm 
F) và Fy, còn trục Oy là đường trung trực 
của đoạn thắng F,EF,. Khi đó, phương trình 


x? y2 
X elip có dạng: —- + mì =1, trong đó, 
a 


a?—c?=b,a>b>0. 
* Tương tự, nếu chọn hệ trục toạ độ sao cho Oy là 
đường thẳng đi qua hai tiêu điểm F; và F;, còn Ox 
là trung trực đoạn F);F; thì ta được phương trình 
elip có dạng: 
= 
b2 
trong đó, a? — c? = bỶ, a > b > 0. 
Ngược lại: Nếu điểm M có toạ độ (x; y) thoả mãn một trong 
hai phương trình trên thì ME, + ME; = 2a, do đó M thuộc 
một elip. 
Các phương trình trên được gọi là phương trình chính tắc của elip 
đã cho. 
* Công thúc tính độ dài các bán bính qua tiêu điểm M: _ 


2 
y 
+—=I, 
a? 


ME, =a+—= và MF, =a-, 
a a 


e Hình dạng oà tôm sai của elip 
* Hình chữ nhật cơ sở: Elip có phương trình chính tắc sẽ nhận các 
trục toạ độ làm trục đối xứng và gốc toạ độ là tâm đối xứng. Nó cắt 
trục Ox tại hai điểm A; và A„, cắt trục Oy tại hai điểm B¡ và Bạ. Bón 
điểm đó gọi là đỉnh của elip. Qua A; và A„, vẽ hai đường thẳng song 
song với trục tung, qua B; và B;, vẽ hai đường thẳng song song với 
trục hoành. Bốn đường thẳng đó tạo thành hình chữ nhật PQRS. Ta 
gọi đó là bình chữ nhật cơ sở của elip. Chiều dài 2a và chiều rộng 2b 
của hình chữ nhật cơ sở lần lượt được gọi là độ đài trục lón và độ dải 
trục bé của elip. Bốn đỉnh của elip nằm trên hình chữ nhật cơ sở. Bất 
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kì điểm nào của elip mà không phải là đính cũng đều nằm bên trong 
hình chữ nhật cơ sở của nó. 


* Tâm sai của elip: Ta gọi tỉ số giữa tiêu cự và độ dài trục lớn của 
elip là £âm sai của elip đó, kí hiệu là e. Như vậy e= Š. Rõ ràng là 0 
a 


<e< 1. Nếu tâm sai e càng bé (tức càng gần 0) thì hình chữ nhật cơ 
sở càng gần với hình vuông, do đó đường elip càng gần với đường 
tròn. Nếu tâm sai e càng lớn (tức càng gần 1) thì hình chữ nhật cơ sở 
của nó càng "dđẹt", do đó đường elip cũng càng "dẹt". 
Định nghĩa dường hypepol 
Cho hai điểm cố định F), F; có khoảng cách F)F; = 2c. Đường hypebol 
(còn gọi là hypebol) là tập hợp các điểm M sao cho l MEF) - MF;l= 2a 
trong đó a là số dương không đổi, a < c. Ta gọi F\, E, là các điêu điểm 
của hypebol. 
Khoảng cách F)F; = 2c được gọi là ¿¿ê cự của hypebol. 
Nếu M là một điểm nằm trên Hypebol thì các đoạn thẳng ME, và 
ME; được gọi là các öán kính qua tiêu của điểm M. 
Phương trình chính tắc của hypebol 
Ta chọn một hệ trục toạ độ sao cho trục hoành Ox đi qua hai tiêu điểm 
F¡ và F;. Trục Oy là đường trung trực của F¡ F¿. Khi đó F(—c; 0), F;(c; 0) 
và phương trình hypebol có dạng: 
trong đó b = c? - a?. Nếu chọn trục tung đi qua hai tiêu điểm của 
hypebol thì phương trình hypebol có dạng: 
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Mi =I œ® 


_——+ 
= 

trong đó b? = c? - a?. Các phương trình (*) và (**) được gọi là các 
phương trình chính tắc của hypebol. 
Hình dạng của hypebol 
a) Gốc toạ độ O là tâm đối xứng; Ox, Oy là hai trục đối xứng của 
hypebol. Trục đối xứng chứa hai tiêu điểm được gọi là £rục thực, trục 
kia được gọi là £rục do của hypebol. 


b) Hypebol (*) hoặc (**) cắt trục thực ở hai điểm, 
ta gọi là các đỉnh của hypebol. Khoảng cách 2a 
giữa hai đỉnh được gọi là độ dà¿ trục thực, 2b được 
gọi là độ đài trục đo. 


e) Ta gọi t gố-` =6 giữa tiêu cự và độ dài trục thực là ¿đm sai của 
ly 


đường hypebol. Chú ý rằng ta luôn có e > 1 (khác với trường hợp 
elip: 0 < e< 1). ý 


LAN 
đ) Đường tiệm cận: Hypebol =- ~—ể =l có hai đường tiệm cận là 
E_ 


hai đường thẳng có phương trình 


Š~* =0 và *+Ÿ=0, 
a b 
Hypebol: -—— Xử: TRh có hai đường tiệm cận là hai đường thắng có 
aã ? 
phương trình 
-*+*# =0 và *È+Ÿ=0 
b a b a 
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Chú ý: Hypebol (với phương trình như trên) có hai đường tiệm cận 
vuông góc với nhau khi và chỉ khi a = b. 

Định nghĩa dường parabol 

Cho một điểm F có định và một đường thẳng A cố định không đi qua 
F. Tập hợp những điểm M có khoảng cách đến F bằng khoảng cách 
từ nó đến A được gọi là đường parabol (hay parabol). Điểm F được gọi 
là tiêu điểm của parabol. Đường thắng A được gọi là đường chuẩn 
của parabol. Khoảng cách d(Œ,A) = p từ F đến A được gọi là ham số 
tiêu của parabol. 


Phương trình chính tắc của parabol 

Cho parabol với tiêu điểm F và đường chuẩn A. Chọn hệ trục toạ độ 
theo những cách khác nhau như hình bên dưới, ta sẽ có các dạng 
phương trình chính tắc của parabol như sau (p > 0): 


a) y? = 2px. Tiêu điểm: r[:: 0), đường chuẩn: x + : =0. 
b) y? = _2px. Tiêu điểm: r(Ì: ?) „ đường chuẩn: x— P =0, 


2 
€) x” = 2py. Tiêu điểm: rÍn ) , đường chuẩn: y+* s“ 0. 


d) x? = -2py. Tiêu điểm: r(n-È}, đường chuẩn: y — n =0. 


1⁄1 


Các parabol trên có: 

e Ox (hoặc Oy) là trục đối xứng của garabol. 

© Parabol cắt trục Ox (hoặc Oy) ở một điểm O và đó cũng là điểm 
duy nhất trên Oy (hoặc Ox) thuộc parabol. Gốc toạ độ O được gọi là 
đỉnh của parabol. 


© - Định nghĩa đường cônic 
Cho điểm F có định và đường thẳng A cố định không đi qua E. Tập 


hợp các điểm M sao cho tỉ số = e, với e > 0 là số không đỗi, 


d(M;A) 
được gọi là một đường cônic. Ta gọi F là tiêu điểm, A là dường chuẩn, 
và e là ¿âm sơi của cônic đó. Từ định nghĩa trên, kết hợp với tính 
chất của elip, parabol, hypebol, ta có kết luận: Elip là đường cônic có 
tâm sai e < 1. Parabol là dường cônic có tâm sai e = 1. Hypebol là 
đường cônic có tâm sơi e > 1. : 
e _ Đường chuẩn của elip 
Cho elip có phương trình chính tắc 
2 2 


Fài cản (a>b>0), 


Khi đó, đường thẳng A„: x+Š =0 
e 


được gọi là đường chuẩn cửa elÍp, 
ứng với tiêu điểm Fe; 0), đường thẳng A;: x =.e 0 được gọi là 
e 


đường chuẩn của elip, ứng với tiêu điểm P(~c; 0). 
Tính chất: Với mọi điểm M của elip ta luôn luôn có 
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ME, MI, 


————=————=e€ (c<l). 
d(M:A,) đ(M:A;) 
Đường chuẩn của hypebol 
L) 2 
Cho hypebol (H) có phương trình: hàn He các đường thắng 
=h 


' Ái x+ 3 =0và Á;,K— 5 =8 được gọi là đường chuẩn của (H) ứng 
e e 


với các tiêu điểm F;(~c; 0), F;(c; 0). 
Tính chất: Với mọi điểm M của (H) ta luôn luôn có 
ME, ME; 
————=——=t>l. 
đd(M;Ap) d(M;A¿) 


5.2. Một số dạng toán 


Bài 43. Giả sử F,(c; 0) và F;(c; 0), với c > 0. Chứng minh rằng nếu điểm 
M có toạ độ (x; y) thoả mãn phương trình 


x? y? 1 


a2 bộ. 
trong đó, a?— e? = b°,a >b> 0, thì ME, + ME; = 2a, nghĩa là M thuộc 
một elip. (Mệnh đê này có trong lí thuyết nhưng SGK không chứng 
mình). 
Giởi 
Giả sử điểm M có toạ độ (x; y), vì F,(-c; 0) và F;(c; 0) nên 
ME? =(x+e)}°+y°, MEỷ =(x~— e) + yŸ. 
Từ đó suy ra ME? + MEỷ =2(x? +y? +c?), ME? — MEỷ = 4ecx. Vì Mộ; 
2 2 
y) thoả mãn phương trình ° + Hà =1 vàa?—c2= bŸ nên 
a 
b?x? + a2y? = a”b° = (a?— c2)x? + a2y? = a?(a? — c?) 
2 

=> a2? + y? +c?) =c2x? + at = x? +y?+c?= —. +a3, 

a 


2 
Do đó ME? + ME? -| xe") và MEỶ — ME? = 4cx. Từ đó, 
a 
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T3 `. 3 
MEƒ =Xx ` +2cx+a“=(—x+a)ˆ 

a a 

HIÊP. - j' xÈ 
MEj =>” =2cx+a” =(^x—a)”. 

a a 
xi : X 
Mặt khác, do go nên suy ra -1 < — 
aF B 


a 


< 1. Vì vậy ta có 
e # 
—x#a=a+c—->a+(Cl)e=a-c>0 
a a 


c X 
—X-a=c—-a<c.1l-a<0. 
a a 


Do đó ta được ME) = Ẩx+a,ME,=a- ^ x, suy ra 
a a 


ME, +ME; = 2a. 
Vậy M thuộc elip. 
Bài 43. Trong mặt phẳng toạ độ cho elip (E) có phương trình chính tắc: 
3 ? 
II Ẻ. 
§ 4 


a) Xác định các tiêu điểm và tâm sai của (E). 
b) Cho điểm M trên (E) sao cho ME, - ME, = 9. Tìm toạ độ của M. 
Viết phương trình của hypebol đi qua M và nhận hai đỉnh của (E) nằm 
trên trục tung làm tiêu điểm. 
Giải 
a) (E) có a” =8, b=4=c°=4—=c= 2, do đó (E) có tiêu điểm 


3 gẺ : l 
F.(C32; 0), F;(2; 0), có tâm sai: e = F.% 
b) Điểm MŒx; y) e (E) có: 
MF, =a+ex 
HH =a-©x 


MF,—ME; =2 =ex=1«©© x=2. 
Thay vào phương trình của (E) ta được "xa... y=+3. Đỉnh 


của (E) nằm trên Oy là F/(0:-2), F;(2;0). Do hypebol có hai tiêu điểm 


= ME) -ME; = 2ex 
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k F; c Oy và đối xứng qua Ó nên nó có phương trình chính tắc: 
Xẻ 3 : : 
=—= =—l. Theo đầu bài ta có: 
# dễ 
Ịa +Ib? =e? =4 ƒa =l 
= " 
|2a=2 |b? =3 
` Rộ + `... 
Vậy phương trình của hypebol là HRSE- 3 =-Il. 


Bài 44. a) Biết rằng khoảng cách từ một đỉnh nằm trên trục lớn đến 
một đỉnh nằm trên trục bé của một elip 'hì bằng tiêu cự của elip đó. 
Tính tâm sai của elip. 

L) Tính tâm sai của một elip, biết rằng các dính trên trục bé nhìn 
hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 

Giai 

a) Không mất tính tổng quát, giả sử hai đỉnh là A = (a ; 0), 

B=(0;). Khi đó AB = va? +bŸ. Nếu AB bằng tiêu cự thì 


a°) +bŸ = 2e hay a* + b°= 4c? —= a? + a*~— c? = 4c”. 


` + __ 
b) Ta chọn phương trình elip dạng chính tắc —y +“; = 1 đề xét. 


Từ đó suy ra e= 


mịỊo 


Giả sử M là một đỉnh trên trục bé và F), F¿ là hai tiêu điểm của elip. Vì 
AF,MF, là tam giác vuông nên ta cõ ngay OM = OE; hay b=e và a? = b 
+c?= 9e! suy ra a =c4/2, 


Vậy tâm sai của elip là e = S„ . : 
a “¿ 
: xì y x h 
Bài 4ã. Cho các hypebol (H)): 1E D0): và (H,): _h + F-IG . Hãy 


xác định toạ độ các dỉnh, các tiêu điểm, tâm sai, độ dài trục thực và trục 
ảo của (H1,) và (H;). 
Giải 


« Xét hypebol Hị, ta có a”= 9, b” = 1 nên 
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a=8,b=9,c°=a °+bf= 13,c= x3, 
Vậy hypebol có các tiêu điểm F) = c43; 0), Fạ= (3; 0); các đỉnh A,= 


(-3; 0), A; = (3; 0); tâm sai e= =. độ dài trục thực A;A; = 6; độ dài 


trục ảo 9b =4. 
se Xót hypebol Hạ, ta có a” = 9, b? = 4 nên 
a=3,b=9,c2=a?+b?=13,c= 43. 
Vậy hypebol có các tiêu điểm F) = (0; ~A/13), Fạ=(0; v13); các đỉnh B,= 


(0; -3), B; = (0; 3); tâm sai e = vi độ dài trục thực B,B;¿ = 6; độ dài 
trục ảo 2b = 4. 


Bài 46. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy cho các điểm A(— 
2; 0); B@; 0); M@; y). 

a) Xác định toạ độ điểm M, biết rằng M nằm phía trên trục 
hoành, AMB = 90%; MAB = 80%. 

b) Khi M chuyển động sao cho AAMB có MBA =2MAB, chứng 
mình rằng M chạy trên một nhánh của hypebol. 

Giải 
a) Cách 1. Từ giả thiết ta có AM L BM. Giả sử M@x; y). 
Do AM(x+2; y); BM(x-2; y)nên 
AM LBM« AM.BM=0 ©(x+2)(x-2)+yˆ=0œ©x?+y? =4. 

Vì MAB = 30° nên ta có hệ số góc của đường thẳng AM là tg30 

= -- Từ đó, do AM đi qua A(-2, 0) nên dễ dàng suy ra phương trình 


đường thẳng AM là y= +2): 


Vậy tọa độ của M là nghiệm của hệ 
x?+ y? =4 

1 ¬ 
u +2) 


Giải hệ này ta được nghiệm x= 1, y= ⁄. Vậy MÁ;+3). 
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Cách 2. Do MAB = 300; MBA= 60 nên AMAB vuông ởM. Dễ 
thấy OBM là tam giác đều với cạnh bằng 9. Như vậy, khoảng cách từ M 
đến trục hoành là đường cao MH của tam giác OMB, tức là bằng 


2= V. Ta cũng có OH = OB/9 = 1. Nói cách khác, điểm M có tung 


độ bằng X3 và hoành độ bằng 1, tức là 
MỤ; 43). 
b) Lấy M' đối xứng của M qua trục tung. Do MAB = 30”; 
MBA = 609, dễ dàng chứng minh được VMMT cân tại dỉnh M. Ta có 
Ms; y) và M@x; y). Vì MM'= MB, ta có 


\(x+X}Ê =3j(X~2)? ty? © 3x2 =~4x+4+y? 


GÌ 
x+Š ä 


Đây là phương trình của một hypebol. Vì x > 0 nên M chỉ chạy trên một 
nhánh của hypebol này. 
Bài 47. Cho parabol y=x? và đường thẳng y=mx+l. Chứng minh 
rằng khi m thay đổi, đường thẳng luôn cắt parabol tại hai điểm phân 
biệt A và B. Hãy tìm quỹ tích tâm vòng tròn ngoại tiếp tam giác OAB 
khi m thay đổi (O là gốc tọa độ). 
Giải 

Phương trình hoành độ giao điểm của parabol và đường thẳng đã 
cho là: x”=mx+l«© xÌ~mx—1=0, phương trình này có A=m°+4>0 
nên với mọi m, đường thẳng luôn cắt parabol tại hai điểm phân biệt 
A(a.a?) và B(b,b”). Vì hai điểm này nằm trên đường thẳng y=mx+l 
nên ta có: 


3 a+b=m 
a“=ma+l 


: = ‡a?+b°=m2+2- 
bˆ =mb+l 


ab= -l 
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Phương trình dường thẳng OA: y=ax, suy ra phương trình 


ñ 
a^+l 


đường trung trực (d,) của OA là y = củ + 
a 


Phương trình dường thẳng OB: y=bx, suy ra phương trình 


đường trung trực (d,) của OB là y = _ + 22L, h 


Hoành độ giao điểm của (d,) và (d;) là nghiệm của: 
II 42+! Í +] 


——x+ 
a 2 b 8 


Từ đó, tọa độ giao điểm I của (d;) và (d,) là: 
-ab(a +b) a?+bể mm mà) 


2 ụ 2 8` 2 
do đó, khử m, ta được tập hợp các điểm I là parabol có phương trình 
y=2x?+l. 
Bài 48. Tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của biểu thức 


A=2x-y-2 
2 2 
với (x; y) là toạ độ của điểm M chạy trên elip (F): = + = =1. 
Giải 


'Ta có 2x - y = S - 3 , theo bất đẳng thức Bunhiacopsky: 


2 ? 2 
(2x-y} -(sŠ-33]) <( +9 +Ÿ)<sa~z 
©|2x-y|<5 ©-5<2x-y<5©~5~2<2x~y~2<5~2, 


do đó, 7<A <3. Đẳng thức xảy ra khi x/8 = - y/9. Do đó: 


-0x=8 § 
Maxl =3 hd” caye sym và 
2x-y-2=3 Š 5 
~9x= 
MbhdL=-# khi Tổ” cay gaÝ, 
'|2x-y-2=-~7 5 5 


x? y2 
Bài 49. Cho hypebol (H): sẽ bế =1. 
a? 
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Chứng minh rằng hình chiếu của một tiêu điểm lên đường tiệm 
cận của hypebol này thì nằm trên đường chuẩn tương ứng với tiêu điểm 
dá. 

Giải 

Cách 1. Ta chỉ cần chứng mình cho một tiêu điểm và một đường 

chuẩn tương ứng. Để cho gọn, ta gọi tiêu điểm F, là F. Kẻ FH L (đ,). với 


à va Ẻ ñ : x + 
(di) là đường tiệm cận có phương trình — ¬ =0 hay bx- ay=0. Suy ra 
a : 


đường thẳng FH có vectơ chỉ phương 0(b;-a) và do FH di qua F(, 0) 


nêr. nó có phương trình tham số 


x=c+bt 
e2 Ắ 
“Thay vào phương trình (đ,) ta có: 
b(c + bLU)—a(-at)=0 <t=~ -. h TU 
HẺtHP € € 


Từ đó, ta được hoành độ của H (giao điểm của tiệm cận và đường 
thẳng FH) là 
c2 b2 a2 ° 


€ € 


Xu=c+ b~©] Â©xu= 
€ 


Nhưng đường chuẩn A; tương ứng với tiêu điểm F¿ có phương 
3 


a St Z = sửế" nà ĐÁ ` SÃ _ 
trình là x=——. Vậy hình chiếu H của tiêu điểm F lên đường tiệm cận 
€ 


thì nằm trên đường chuẩn tương ứng. 


Cách 2. Như trên, ta có (d,): bx - ay = 0. Suy ra khoảng cách từ 


F đến đường tiệm cần (4 là RH= —°° 


bˆ2+a2 
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Trong AOHF; vuông ở H ta có 
b2c? 3 b2c? 


OH?= OF®- FH?= cẰ~-T——y=c?~——=c?=bˆ =a”. 
a^+b c 
Gọi K là chân đường ý8EHE góc hạ từ H xuống trục Ox, ta có 
a? 
OH“ =OK.OF, suy ra OK = THỂ = —. Do đó K là giao điểm của 
e 


đường chuẩn A; với trục hoành. Nói cách khác, đường thẳng KH chính là 
đường chuẩn Az, suy ra điều phải chứng minh. 


Nhận xét. Tính chất này còn đúng đối với hypebol 


_ XẾP GIẾT, 
a? b2 : 


Bạn đọc hãy tự chứng mỉnh, hoàn toàn tương tự. 
Bài ð0. Cho parabol (P): yŸ = x và đường thẳng (đ) đi qua tiêu điểm F 
cắt (P) tại Mạ và Mạ. Hãy xác định vị trí của (d) để MM; nhỏ nhất. 
Giải 
(a) Trước tiên, xét trường hợp ⁄d) / 
Oy. Khi đó, đường thẳng (d) đi qua 


tiêu điểm F có phương trình x = + 


Suy ra tung độ giao điểm thỏa mãn 


( 
Trong trường xài này ta có 
M.M;=2|y|= 22 ~ =1. Vậy M,M;= 1. 


@®) Bây giờ, xét trường hợp (d) không 
song song với Oy. Giả sử hệ số góc của (d) là 
k, khi đó, đờng thẳng (d) qua F(1⁄4; 0) có 
phương trình: 
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1 
=k@&«~ —). 
y=k@œ 4) 


'Toạ độ giao điểm của (d) với (P) là nghiệm của hệ: 


y°=x 
—.. 
4 


Nghiệm của hệ trên là: 


(-ñ-£} mủ 


Xị:= XI:= 

: CC so, 4k? 
ng \\-ú+1°) 

J¡= 2k Liên 2k 


Nhữ vậy, trong trường hợp này ta có 


2 
1+k? I+k? 
MAILŠ=Gụ= xi0, v0fn| , hay MIM;= _—. 


1 $ : & rêu 
đo đó M;M;= 1+ P3 > 1. Điều này có nghĩa trường hợp (4) đã xét ở trên 


là thỏa mãn điều kiện M.M; nhỏ nhất. 

Tóm lại, M,M; nhỏ nhất khi (d) L Ox. 
P40. Viết phương trình chính tắc của đường elip (E) trong mỗi trường 
hợ sau: 


a) (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và tâm sai e = =“ 


b) (E) có độ dài trục bé bằng 8 và tiêu cự bằng 4. 


P4I. Viết phương trình chính tắc của hypebol trong mỗi trường hợp 
sau 

a) Trị tuyệt đối hiệu các bán kính qua tiêu của điểm M bất kì 
trên hypebol là 8; tiêu cự bằng 10. 

b) Có 2c = 10, 2a = 8 và tiêu điểm nằm trên Oy. 
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P42. Viết phương trình chính tắc của parabol (P) trong mỗi trường hựp 
sau: 

a) (P) có Ox là trục đối xứng và đi qua điểm M(9; 5). 

b) (P) có tiêu điểm F(3; 0). 

©) (P) có tiêu điểm F(-4; 0). 


đ) (P) có tham số tiêu là p =3 và trục đối xứng là Oy. 


P43. Cho dường thẳng A: x— y—1=0 và điểm F(1; 1). Viết phương 
trình các đường cônic nhận F là tiêu điểm và A là đường chuẩn trong 
mỗi trường hợp sau đây: 


a) Tâm sai e = l1; b) Tâm sai e = A2; dị ẩobrasLe =s 
42 


P44. Tìm phương trình chính tắc của clip di qua hai điểm 
M(1;0) và NEễn) %à xác định toạ độ hai tiêu điểm đó. 


P45. Viết phương trình các dường cônie trong mỗi trường hợp sau đây: 
a) Tiêu điểm F(2; 3), đường chuẩn y = 0, tâm sai e = 1. 


b) Tiêu điểm F(0; 3), đường chuẩn y = 0, tâm sai e = š ` 


P46. Cho elip có phương trình 

x? y 

—*+—=l. 

a1 b ‹ 
Qua một tiêu điểm của elip này, ta kế đường vuông góc với trục hoành, 
đường thẳng này cắt elip tại A và B. Tính độ dài AB. 

B2 

P47. Cho điểm MỤ; 2) và elip (E): nn + ' =1. Xác định phương trình 


đường thẳng qua M, cắt (E) tại AB sao cho M là trung diểm của AB. 
P48. Tìm quỹ tích các điểm MŒx; y) với x = sỉ y =btgt, trong đó t là 
cos 


tham số thực thoả điều kiệñ tz ". : 
P49. Một vệ tỉnh nhân tạo được phóng lên từ trái đất, nó chuyển động 
trên bầu trời theo quỹ đạo là một đường elip, elip nảy nhận tâm của trái 
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đất làm một trong hai tiêu điểm. Theo quỹ đạo này, khoảng cách gần 
nhất và xa nhất của vệ tỉnh so với bể mặt trái đất tương ứng bằng 583 


đậm và 1342 đậm (1 đậm + 1,6 km). Tìm tâm sai của quỹ đạo đó. 


Pð0. Cho dường tròn tâm O bán kính R và một điểm F nằm ngoài (O). 
Hãy tìm tập hợp các tâm của các đường tròn đi qua F và tiếp xúc với (O). 


3 


P51. Cho elip (Œ) : TT =l và hai đường thẳng (d): ax - by = 0; 
(d): bx + ay =0. Gọi M và N là giao điểm của (E) và (d); P, Q là giao 
điểm của (d) và (E). 
a) Tính diện tích tứ giác lôi tạo bởi 4 điểm M, N, P, Q theo a và b. 
b) Tìm điều kiện của a, b để diện tích MNP@Q là nhỏ nhất. 
ú NT roến nh 
P52. Cho clip (: Tag —YIC 
a) Viết phương trình chính tắc của đường hypebol (H) nhận các 
tiêu điểm của (E) làm đỉnh và có hai tiêu điểm là hai đỉnh của elip (E). 
b) Viết phương trình của đường tròn đi qua các giao điểm của hai 
đường elip (E) và hypebol (H). 


ý? 


P53. Cho dường elip (E): - + ĩ =1. Ta gọi đoạn thẳng nối hai điểm 


của elip là dây cung của elip, trục chứa các tiêu điểm được gọi là đrục 
tiêu của elip. 

a) Tính độ dài dây cung của (E) đi qua một tiêu điểm và vuông 
góc với trục tiêu. : 

b) Tìm trên (E) điểm M sao cho ME) = 2 ME, trong đó F, và 
F;¿ lần lượt là các tiêu điểm của (E) nằm bên trái và bên phải trục tung. 
P54. Cho F,—V5;0), F¿(V5; 0) và I(0; 3). 

a) Hãy viết phương trình chính tắc của đường elip có tiêu điểm là 
E)¿, F; và đi qua I. 

b) Khi M chạy trên elip đó, khoảng cách ME, có giá trị nhỏ nhất 
và lên nhất bằng bao nhiêu? 
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Pð5. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho hai đường 
thẳng có phương trình: (dị): (a—b)x+y—l=0 và 

(đ;): (a?— b)x+ ay-b=0, 
trong đó b2=4a? +1. Tìm quỹ tích các giao điểm M của (đ,), (d;) khi a 
thay đổi. 


y3 
P56. Cho elip = + H2 =1, với a >b. Tìm điểm M nằm trên elip sao cho 
a 


ME, = 2ME), với F, và F; là hai tiêu điểm tương ứng nằm bên trái và 
bên phải của gốc toạ độ. 

Pð7. Chứng mình rằng tích các khoảng cách từ một điểm tuỳ ý trên 
đường hypebol đến hai đường tiệm cận là một só không đôi. 


Pð8. Cho parabol y = na 


a) Xác định tọa độ tiêu điểm và phương trình đường chuẩn. 

b) Chứng minh rằng đường thẳng qua tiêu điểm có hệ số góc 
bằng k tùy ý sẽ luôn cắt (P) tại hai điểm phân biệt M;(x; y¡) và M;(%z; y;) ˆ 
sao cho XịXạ= ~4. 
PB9. Xác định quỹ tích của tâm các đường tròn chắn trên hai trục Ox 
và Oy hai đoạn thẳng lần lượt bằng 2a và 2b. 
P60. Cho parabol y? = 9px. Với mỗi điểm M trên parabol, gọi M' là 
hình chiếu của M trên Oy và I là trung điểm đoạn OM'. Chứng minh 
rằng đường thẳng IM cắt parabol tại một điểm duy nhất. 
P61. Cho đường tròn (C) di động nhưng luôn đi qua hai điểm cố định 
P(a; 0) và Q(a; 0). Cho MN là một đường kính của (C) mà MN // Ox. 
Tìm quỹ tích các điểm M, N. 
P62. Cho đường parabol P„: y°=2px và đường P;: y=ax?°+bx+c (a # 
0). Chứng minh rằng nếu P,, P, cắt nhau ở bốn điểm phân biệt thì các 
giao điểm đó cùng thuộc một đường tròn. 
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LỜI GIẢI HOẶC HƯỚNG DẪN CÁC BÀI TẬP CHƯƠNG 3 
SI.  pÿj=(1;0),=(0;5), ä =(2;3); b=G ÿ =8], 
c=@;-4), d xiU i  =(0,15; 13), =(Œt -cos240). 
89 
S2. a) Ta có MN =(4; 4), MP =(5; 1). Vì s*T nên MN và MP 


không cùng phương, suy ra ba điểm M, N, P không thẳng hàng, do đó 


chúng là ba đỉnh của một tam giác. 


bì) MN= 16+l6 =442,MP= 42§5+1=+/26 


NP= J(4-3) +(~I-2)2 =10. 


Chu vi tam giác MNP bằng 42 + V26 + V10. 


c) Trung điểm 4 của cạnh NP có tọa độ là: lễ: 2] 
XE, 
N 


Suy ra độ dài trung tuyến MJ là 


5 


2 2 
1 l X106 
MI Fl] +|—=+2 ý 
Ễ b | 2 
%x đ) Gọi G là trọng tâm của tam giác 
MNP thì: 


|EM+EN+EP| = 3| EG|. 


Khi E chạy trên Ox, độ dài của đoạn EG sẽ nhỏ nhất khi E là 
hình chiếu của G trên Ox, do đó hoành độ của điểm E bằng hoành độ 
của điểm G. Vậy điểm E cần xác định là E(2; 0). 
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88. Tacó: ñ@;y),1(;0), j0: Ð. Đo đ6 
a. Íi=1+pr0=s, 8. j =x0+y.1= y. 
S4. Ta có ñ=[s: ~5), ý =&;-4). 


TnN Sise+ 4 
a) ŸÝ cùng phương với u khi và chỉ khi 23k = 5 hay k= R Ạ 


b)uLv =k +(-5).(-4) = 0 © k= -40. 


e) |ä|= ++25=2 101, J|=xk? +16. Từ đó: 
|y|=|8|=vk! +1 =2 vI01 e kể + 6= TF 
SN. 


©k?=—eœk=‡ 
4 


S5. a)2a=(6;4) ; -4c =(8;20). Ta có: 
u=2a+b~4c=(6~I+8;4+5+20)=(13; 29); 
v==a+2b+5e=(-15;— 7): 
w=2(a+b)+4c=(~4 ;—6). 

J.... 


Giải hệ phương trình trên ta được p = — „ „q= “tế 


S6.  a) AB =(2;9), BƠ =(-3; -3), hay BC =-ễ AB. Vậy hai vecto 


AB và BC cùng phương, nghĩa là A, B, C thẳng hàng. 
b) AC =(-1;-1) hay AB =-9 AC nghĩa là A chia đoạn thẳng BC 
theo tỉ số —2. 


BC = BeG&B =ã BA © BA = 2 ĐC nghĩa là B chia coạn 


¬ 61 


thẳng AC theo tỉ số m: 
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CA=(1;1); CB =(3;3) hay CÁ = TH, nghĩa là Œ chia đoạn 
thắm AB theo tỉ số 1. 
Sẽ 


S7. a) BA =(0: =4): BC = (4: 0) là hai vectơ không cùng phương = 
Ay BC không thẳng hàng. 
b) Cách 1: BA.BC=0 = BAI BC = ABC =90”, 
Cách 2: AB?=(—1 + 1)? + (8— 4)? = 16, 
BC”=(@ + 1)?+(8— 8)? = 16, 
AC? =(3+1)?+(8—4)?= 39. 
Vì A3? + BC? = 16 + 16= 39 = AC”? nên tam giác ABC vuông ở B. 


b) s-( TS. HH) 0s: `) 


3 3 3.3 


øã-|-á-#) ø-(-s:-4), 
3 3 3 3 


cos(AGC) = cos(GA, GB) =0,3. Tra bảng, góc AGC = 72,540. 
GA?+GC?~AC? 


Có thể dùng định lý eosin:cos|AÖC)= "GA BC 


88. HD: Tương tự.Bài 7. Để ý AB.AC =0.ĐS: §= 2 (dvdt). 


89. Đ6S: M(6/5; 12/5); N(18/5; 12/5); P(18/5; 0); Q(6/5; 0). 
HD: Gọi toạ độ MŒx;; y¡); N(x;; y¡); P(x;; 0); QŒx¡; 0), 
Me 0B => OM =mOB;0<m <1. 
VìN e BC và MN /OC = CN =mCB, do đó 
m =OM/OB =CN/CB, 
từ đc x; = 2m; xạ = 6 - 2m; y¡ = 4m. : 
Lại do MN = MQ nên ta có phương trình 
(x¿ ~ xị)?= yƒ => (6 - 6m)? = (4m)? 
suy n m = 3/5 (thỏa mãn 0 < m < 1); m = 3 (loại). 
'Từ đó suy ra kết quả như trên. 
x=l+2t 


S10. a) Phương trình tham số: | : 
y=-4+3t 
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Phương trình chính tắc: x=. vn 


? 3 
ở =t 
b) Phương trình tham số: h) : 
y=-2t 
Phương trình chính tắc: T" be : 
SII. HD: 


a) Vì -*: nên hai đường thẳng đã cho cắt nhau. 

b) A, A;cắtnhau  e)A,/A; đd)A¡=A¿. 
S12. Giả sử đường thẳng cần tìm cắt trục Ox và Oy tại A@ ; 0) và B(0 ; 
b). Vì AOAB vuông cân nên | a | =|b | hay a = +b. Phương trình 
đường thẳng AB (theo đoạn chắn) là Š+ C =1. Mặt khác, nó phải đi qua 

a 
điểm M(-2 ; -4) nên: S= Nc =1; 
a 


b 


” » Nếu a =b thì: =6 co lạc | 
8 Đ a â 


Ta được phương trình = re hay x +y +6= 0, 
+iNgua=-b thể —2- 1—i=> 2+ 4=I=a=2;b=-2. 
a b a âa 


Ta được phương trình: sài hay x- y- 2= 0. 


SI8, s)Ta g ÊL~ 2+ —Š_ ÊL nán bại đường thẳng cắt nhau, giải hệ 
Â; 3.3 Bạ 
phương trình, ta được giao điểm (ls: 5} 
29.29 
A 1 -3 B, 4C Ặ : 3 
b) Ta có —L=——= =—Lz#—=—L nên hai đường thẳng soni 
A; 05 l5 By 4G 0012 10 2G 
song nhau. 
„ Á 10 2 ` ` 3: % bị ` 
e) Ta có —L=-——=~= ĐL „=2 xi nên hai đường thẳng trùng 
Ảy 3 ¡ Hy =Iả Eì 
nhau. 
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h x=t 
S14. Phương trình dạng tham số của A là | ` Vì P c A nên P(t, 
+ 


2 +). Từ điêu kiện PA = PB, ta có phương trình : 
t?+(t—- 9)? =(E—- 4)2 +(11 + ĐỂ 
©t?+t?-4t+4 =tf— 8t + 16 + 121 + 99t + t? 


« 18t - 133 = 0 © ng 
18 
Suy ra toạ độ của điểm P là tl Hài 


S1ã. HD: Hai đường thẳng (1) và (2) cất nhau, trong khi đó, hai đường 
thẳng (1) và (3) song song nhau. Do đó, ba đường thẳng đã cho không 
đồng quy. 
S16. Tọa độ của điểm B là nghiệm hệ phương trình: 
2x—3y—1=0 là: 
x+3y+7=0_ |y=-_. 


Suy xa B|T2 | Lấy hai điểm MỊn 3) Nạ: )| thuộc AC thì 
_ 1 › 
vectd MN = (-:: —_ 3) là vectơ pháp tuyến của đường cao BB' của tam 


giác ABC. Phương trình BB là: 
| 1 5 37 
——(x+2)-—(y+~)=0 hay 2x+5y+—=0. 
sẽ ) zữ 3 Bộ đo 


S17. a) Cách 1. Để ý rằng 
M sz d nên đường 

%-=y-s=0 thẳng đ đối xứng với d 
qua M sẽ song song với 
d. Lấy điểm A e d, gọi 

A' là điểm đối xứng với 

A qua M thì A' e đ. Bài toán 
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Viết phương trình đường thẳng qua A' uà song song uới d. 
Lấy A(1; 1) e d, giả sử A'%); y) đối xứng với A qua M, ta có 
x+1=4 
y+rI=2ˆ 
Suyra A'; 1). Phương trình đường thẳng d' có dạng: 
1(x— 3) — 1(y — 1) = 0 hay x— y—2 =0. 
Cách 9. Xét tập hợp những điểm A' đối xứng với A qua M khi A 
chạy trên d. Đặt A(x;; yụ) chạy trên d và A'x; y) là điểm đối xứng với A 


le tệ tÓt 

= : 
.|YtYa=2 Wos=2-Y 
Do Ae d nên xạ— yạ= 0. Vậy 


(4—x)—-(2—y)=0<> -x+y+2=0. 
Đây chính là phương trình của d'. 


quaM. Ta có 


b) Gọi M' là hình chiếu của M xuống đường thẳng d. Xét đường 
thẳng A L d tại M. Như thế, M' chính là giao điểm của d và A. Đường 
thẳng A có phương trình: x + y + m =0. Ta có 

MeAe©2+1+m=0=m=-3. 
Vậy phương trình đường thẳng A là x+ y- 3= 0. Toạ độ M', là nghiệm 


3 

—w=0 mi 
của hệ \ 2 -Vy MÌỖ: Ÿ]. 
x+y-3=0 Văn 32 

¡= 


S.I8. Thông thường, cách giải như sau cho kiểu bài toán này: lập 
phương trình đường thẳng A, trung trực của AB. Giải hệ phương trình 
để xác định giao điểm (đ) và (A), ta được tọa độ của C. 


Tuy nhiên, trong trường hợp này, rõ ràng hai điểm A(1; 9), B(-1; 
2) đối xứng nhau qua trục tung, do đó đường thẳng A chính là trục tung. 


Giao điểm của trục tung và d có hoành độ bằng 0. 
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Thay x = 0 vào x— 3y + 1 =0 ta được y = 


S19. a) Vớiy=0thì 0= =5 + 3t hay L= E, nên x=l+ 


2| ta 


Vậy dường thăng cát trục hoành tại diễm A( xử Ó). 


Với x = 0 thì 0 =1 + Ø1, suy ra L= =2... Khi đó: 


..... 
y=-B + 3L =-ỗ= 2T. 


Vậy đường thẳng cắt trục tung tại điểm B(O; -) 


b) Thử trực tiếp toạ độ của các điểm đã cho vào phương trình 

tham số, ta thấy các điểm B, D, nằm trên đường thẳng, các điểm A và €' 
không nằm trên đường thẳng. 
S20. Gọi I là trung điểm của BC thì I = (2 ; 3). Xét đường thẳng qua 
A(2; 5) và trung điểm I(2 ; 3) của BC, đường thẳng này có phương trình 
x=2. Ta dễ thấy hai khoảng cách từ B và € đến dường thẳng này bằng 
nhau. 

Mặt khác, xét đường thẳng đi qua A(2 ; ð) và song song với BC. 
Rõ ràng hai khoảng cách từ B và C đến đường thẳng này cũng bằng 
nhau. Ta có BC = 2(3 ; 1). Phương trình của đường thẳng này là: 
_ÍIe VÊU hay x- 3y +13=0. 

y=5+t 
S2I. a) Gọi H là hình chiếu của M trên d thì H(; 1), suy ra 
MH =(t-3: 3). Đường thẳng A có vectơ chỉ phương ï =(I: 0). Ta có MH L 
dc MH L ï ©t—-3=0 ©t= 3. Từ đó được H(3; 1). 

Cách khác: Gọi H là hình chiếu của M trên d thì H là giao diểm d 
và đ, trong đó d' là đường thẳng qua M và d' 1 d. Ta cần xác định 
phương trình của d', sau đó, tìm giao điểm d và d'. 

Phương trình của đ' là 1(x- 3) + 0.(y +2) =0cx-3=0. 
Đường thẳng d có phương trình tổng quát là y - 1 = 0. Từ đó suy ra 
HẠ; 1). 
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b) Phương trình dạng tham số của d: 
§=l+â3t 
5 q) 
y=-Á4t 
Đường thẳng + di qua M và vuông góc với d có phương trình 
3.(œx—3)— 4.(y+9)=0 ©3x—4y—17=0. ˆ @®) 
Thay (1) vào (9) ta dược: 3(1 + 3Ð) — 4(-4) = 17 = 0  2ötT— 14 = 0, do đó 


t _. . Thay tra vào (1), toạ độ hình chiếu của M là 


25 
67. 56 
bế) 
e) Gọi d' là đường thẳng qua M, vuông góc với d. Khi đó, d' có 
vectơ chỉ phương 'ú = (5; - l2). Phương trình tham số của d' là: 
x=3+5t 
l =-2-12L 
Thay vào phương trình của d ta được: 
5(3 + 5Ð) - 12(—-9 — 12t) + 10 = 0 © 168t + 49 =0 © tron: 
'Từ đó ta có toạ độ hình chiếu (x ; y) của M lên d cho bởi 
x=3- li = Sàn 
169 169 
y=-2*12. kh 
169 169 
S22. HD: Nhận thấy diểm B không thuộc hai đường cao đã cho. Lập 
phương trình cạnh BA biết điểm B và vectơ chỉ phương chính là vectd 
pháp tuyến của đường cao CC'. Tương tự, lập phương trình cạnh BC biết 
B và vectơ chỉ phương. Tìm toạ độ đỉnh A và C bằng cách giải hai hệ 
phương trình (BA) và đường cao (AA); hệ phương trình (BC) và dường 
cao (CC). Lập phương trình cạnh AC khi biết A và C. Kết quả: 
(AB): 8x - 3y + 47 =0 
(B©): 3x - 5y + 37 =0 
(CA): 2535x - 3016y + 99033 = 0. 
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JAx+By+C|_ L 

vVA?+B? 
©|Ax+By+C|=hVA°+B? 

- Ax+By+C+hVA?+B?=0 (I) 


Ax+By+C-hVA?+B=0 (2) 


S28. Ta có d(M;A)= 


Tập các điểm M là hai đường thẳng song song với đường thẳng đã cho, 
có phương trình tương ứng (1) và (2). 


S24. Mệnh đề trên chỉ đúng trong trường hợp góc A của tam giác ABC 
là góc nhọn (suy từ định lí cosin). Khi góc A tù, ta có @= 180 ~ Á, nên 
phải có 

AB” + AC? - BC? 


C0S@ =— 
. 2ABAC 


S25. Ta có BC=(-14:14), AC=(-8:16) và AB =(6: 2). 
Dễ thấy BC > AC > AB, vậy BC là cạnh lớn nhất, nên góc BAC là 
góc lớn nhất, ta phải lập phương trình đường phân giác trong của góc A. 
Canh AB đi qua hai điểm A(3; -7) và B(9; -5) nên AB có phương 
trình: 
x3 ÿYt7 
9-3 -5+7 
Cạnh AC đi qua hai điểm A(3; -7) và C(-5; 9) nên AC có phương 
trình: 


„ hay x- 3y - 24 = 0. 


x=3 _vy+? 
=——, hay 2x + 1=8. 
5-ã NHÀ Cổ Và 
Phân giác góc A: 
x-3y-24_2x+yrl shy se 
WU ` {5 ˆ 


(+2/2)x=@~ J2)y+(V2-24)=0, 
hoặc (I~22)x (3+ Ý2)y (J2 +24)=0. 
ĐỂ xét xem một trong hai đường thẳng trên đường nào là phân 
giác trong của góc A, ta đặt 
ftx. y) =(I+2/2)x~(-2)y+( 2 -24)=0. 
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Rhi đó, ffxg; ypg).fxc; ye) = Ñ9; - 5).Ñ- 5; 9) < 0, suy ra đường phân giác 

vừa chọn là phân giác trong, đường thẳng còn lại là phân giác ngoài. 

Vậy phân giác trong của góc lớn nhất của AABC là: 
(I+22)x =(- J2)y+ (J2 -24) =0. 

S26. Hướng dấn: Từ I(x; x), kẻ IB L Ox và IF L Oy. Suy ra OBIF là 

hình vuông có diện tích là x? và bằng diện tích hình bình hành ABCD. Từ 

đó, ÏxÌ = 9, suy ra toạ độ Ơ, D. Đáp số: C(3; 4) và D(2; 4) hoặc C(-5; -4) và 

D(-6; -4). 

S27. Cách 1: Gọi A là đường thẳng qua P và có vectơ pháp tuyến là ñ 

=(a, b). Khi đó ta có A: a(x — 10) + b(y — 3) = 0. 


"Theo để bài, A cách đều A, B nên 
| ~7a~2b |_|[ =15a+2b | 


d(A, A) = d(B, A) © 
va? +b” Xa?+b' 
©|7a +2b|=|15a—2b| 
7a +2b = 15a -2b 
© 
7a +2b = —l5a +2b 
2a-b=0 () 
= 
a=0 @) 
Với (1), ta lấy a = 1 thì b = 2. Khi đó phương trình A là: 
x+2y-14=0. 
Với (3), ta lấy b = 1. Khi đó phương trình A là: y- 2 =0. 
Vậy có hai đường thẳng thoả mãn để bài là x + 2y -14 = 0 và y - 


Cách 8: Xét hai trường hợp: 
«B Nếu A, B ở về một phía của A thì 
d(A, A) = d(B, A) c A1 AB. Ta có: 
AB=(-8, 4) = 4(—2,1). 


do đó phương trình của A là: 
x=1Ù_ ÿ—=35 


5 hay x + 2y+4=0. 
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Nếu A, B ở về hai phía của A thì 
d(A, A) =d@, A) 
<> A đi qua trung điểm I của AB. 
ta có I1; 9), PÍ=(—11; 0), suy ra A: y—2=0. 


S28. Đường thẳng A cắt A,, A; lần lượt ở A, B. Gọi I là giao điểm của 
Ai, A¿ thì tam giác IAB là tam giác cân tại đỉnh I khi A vuông góc với 
phân giác trong của góc ATB. 

Để giải bài toán ta viết phương trình các dường phân giác của các 
góc đỉnh I rồi viết phương trình đường thẳng qua P và vuông góc với một 
trong hai đường phân giác đó. 


Phương trình hai đường phân giác là: 
K+3y-3 3x-v+2 x+2y-3_ 3x-y+2 


j6. về 
m,:  (V2-3)x+(2VJ2+I)y-3V2-2=0 
m,:  (⁄2+3)x+(2V2-I)y-32+2=0. 


'Từ đó, ta viết được phương trình hai đường thẳng qua P và vuông 


góc với một trong hai đường phân giác đó. 


Có hai đường thẳng cần tìm: 
x-3 v-l „X3 y-] 


= và = = 8g: 
V2-3 3423+Í 7 2+3 242-I 


929. Cách 1. Nhận thấy dường thẳng qua A có dạng v= kụx + 1, với 


kị # 0, vì đường thẳng x = 1 không tạo với đường thẳng đã cho một góc 
45", Ta có 


xiHlp+ Nelcoybee 
2 2 


: ý 2 _ n... I 
nên đường thăng đã cho có hệ số góc R„ = =“ 


Sử dụng công thức trên với @ = ‹15", k, và k„, ta có 


lũ 


Sh 
2 
Ï 
I2 2k, kị=-3 


k; —kị 
1+kikạ 


1= 


Vậy đường thẳng cần tìm có phương trình 
(A): x—- 3y +3=0 hoặc (4;¿): 3x+y_—1=0. 


Cách 9. Đường thẳng qua (0; 1) có dạng 
A(@x - 0) + Bí - 1) =0 hay Ax + By - B =0, 
đường thẳng này có vectơ chỉ phương (A; B). Đường thẳng đã cho 


x+2y +3 =0 có vectơ pháp tuyến ñ(1; 2). Ta có 


|eos(ñ:ñ'} = Ms... =cos450 = 
A?+B?x/5 


« 2|A +2B|=x/5VA? +B? 
hay 2(A + 2B)? = B(A? + B?)  8AB = 3A? - 3B. Cho A = 1, ta tính được 
B= ~3 hoặc B= 1/3 và suy ra kết quả như trên. 


SỈ" 


S30. HD: Để ý điều kiện A? + BP > Ơ. (a), (b) và (e) là phương trình 
đường tròn; (d) thì không phải. 
S31. Gọi toạ độ của M là (x; y), với A(1 ; 1), B(9; 7), ta có: 
2MA?- 3MB? = k? © 2 - 1)?+ 2(y - 1)?— 3(x - 9)?— 3(y — 7)”= k? 
«>-x?- y?+ 50x + 38y - 386 - k?= 0 
©x?+y-— 50x - 38y + 386 + k?= 0 
©(x— 9ð)” + (y - 19)? = 600 — k?. (*) 
Vậy: * Nếu k? < 600, quỹ tích M là đường tròn có phương trình (*), với 
tâm I= (25 ; 19), và bán kính R= 600—k? . 
» Nếu k? = 600, quỹ tích M là một điểm I = (25 ; 19). 
» Nếu k? > 600, không tìm được điểm M nào thoả mãn diều kiện 
của đề bài. 
S832. Do O thuộc đường tròn nên ta có phương trình tiếp tuyến: tại O 
có dạng (a - xạ)(x - Xọ) + (b - y¿)(y - yạ) = 0, trong đó I(a; b) là tâm. Mà 
(©) có phương trình: 
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2 3 
`. 3 lW c3 
xế+yˆ-3x+y=0< làm + Y* == 


nên lỗ: 3] Ngoài ra, (xo; Yyạ) =(0: 0) nên ta có phương trình tiếp 
tuyến tại O là LỆ =0 
yén tạ 2 2 y=U: 


S33. Để ý rằng điểm (2; 1) nằm ở góc phần tư thứ nhất nên đường tròn 
qua điểm (2; 1) chỉ có thể tiếp xúc với hai trục lần lượt tại các điểm 
thuộc các nửa trục Ox, Oy. Từ đó, nếu đặt tâm I(a, b) và bán kính R thì 
phương trình của đường tròn là 
(x— a)Ê + (y - b)ˆ = RỂ, với a > 0, b > 0. 
Đường tròn tiếp xúc với Ox © Ibl = R. 
Đường tròn tiếp xúc với Oy © lai =R. 
Kết hợp với điều kiện đường tròn đi qua điểm (2; 1) ta có phương 
trình: 
(2-a)?+(1-a)®=a?©a=1;a=5. 
# Với a = 1 ta có phương trình đường tròn: 
(œ%— D?+(y— Dˆ=1. 
*# Với a = 5 ta có phương trình đường tròn: 
(x—5)°+(y—5)°=25. 
Chứ ý. Nếu không có nhận xét ban đầu, ta phải giải hệ: 
th +(1—-b)ˆ° =a? 
Il=ls| : 
Khi a =b, ta được kết quả trên. Khi a = - b, hệ vô nghiệm. 


S34. Phương trình của trục đẳng phương (xem Bài 39) của hai đường 
tròn (C,„) và (C”„) là 
x? + yŸ - 2mx + 2(m + 1)y - 1 = x” + y”~ x # (m - 1)y + 3, hay 
(2m - 1)x- (3+ m)y+ 4=0. () 
Các trục đẳng phương đó luôn đi qua điểm cố định P = (3): Thật vậy, 


giả sử các trục đẳng phương đó luôn đi qua điểm P@&; y), ta biến đổi 
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phương trình (1) thành: (2x - y)m - x- 3y + 4=0. Do m tuỳ ý nên ta có 
2x-y=0 : Ð 
hệ: ki , suy ra toạ độ của P là 3) 
—x-3y+4=0 vn 
10/3 
2 
nếu kẻ BH I AC thì H là trung diểm của BC, suy ra toạ độ H(4; -2), 
ngoài ra BH là phân giác của góc ABC. Kẻ phân giác góc BAO, gọi 1 là 
giao điểm phân giác này với BH thì I là tâm đường tròn nội tiếp AABC. 
Theo định lí đường phân giác, vì AI là phân giác góc: BAH nên: 
IB_ AB 


——=—-. Ta lại có 
IH AH 


S35. Dễ dàng tính được AB = BC = nên AABC cân tại B. Do đó, 


AB=BC= tổ an SAC=2 42+4? =2J2 


nên b Ạ Suy ra -3]B=5IH, hay 
1H 3 . 


~3(OB—OI) = 5(OH -OI) © 8§OI =3OB+5OH. 


Từ đó, suy ra tọa độ tâm đường tròn nội tiếp là I(3; - 1) và bán 


kính là r=IH = ⁄I+1= 42. 


S86. Phương trình đường tròn (C) qua A, B, C có dạng 
x?°+yˆ?- 2ax - 2by + c=0. 

Vì (C) đi qua AQ@; -7), B(9; -5), C(-5; 9) nên ta nhận được ba phương 

trình tương ứng: 


9+49- 6a + 14b +e=0. (0) 
81+ 2B - 18a + 10b +c= 0. (2) 


25 + 81 + 10a - 18b+c =0. (3) 
Lấy (2) trừ (3), suy ra a = b, thay vào (1) và (2) ta được gš 
- 48 + 16b =0>a=b= 3 và c =-83. 
Phương trình đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC là 
x”+ yŸ - 6x— 6y - 89 =0 hay (x ~ 3)Š + (y — 3)? = 100. 
S37. Dễ thấy tâm là I(2; -4), bán kính R= 42” +4° +5 =5. 
a) Bằng cách thay toạ độ của B(3 ; -11) vào phương trình, 
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ta thấy không thoả mãn. Đường thẳng qua B(3 ; -11) có phương trình 
dạng a(x - 3) + b(y + 11) = 0, trong đó a? + b? z 0. Để đường thẳng đó là 
tiếp tuyến của đường tròn đã cho thì khoảng cách từ I(2 ; -4) đến nó 
phải bằng bán kính của đường tròn, từ đó ta có: 
[a(2-3)+b(-4+1D|_ 5 => (-a + Tb)?= 9B(a + b3 
lạ2 + bŸ 

=> 12a” - 12b°+ 7ab =0. q) 

Vì a và b không thể đồng thời bằng 0 nên ta giả sử b # 0, ta có thể chia 


hai vế của (1) cho b“ và được: _ + 1ˆ) ~ 12=0. Giải phương trình 


bậc 2 này đối với 2 ta được ki soi hoặc = sn 
b b 3 b 4 


s Nếu — = _an ta chọn a = 4; b = -3 và được phương trình tiếp 


tuyến 4(x - 3) - 3(y + 11) = 0 hay 4x— 3y - 45 =0. 


» Nếu 5 = hñ ta chọn a= 3;b= 4 và được phương trình tiếp 


tuyến 3(x - 3) + 4(y + 11) = 0 hay 3x+ 4y + 35 = 0. 

b) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng x + 3y = 0 có phương 
trình 2x- y + =0. Khoảng cách từ tâm I(2 ; -4) của đường tròn tới 
tiếp tuyến đó phải bằng 5, tức là: 


l422:€| =p«5 |8+C| =5./5 hayC = +5-/5- 8. 


V4+I 
Vậy ta có hai tiếp tuyến: 3x—y + 5V5-8=0. 
e) Khoảng cách từ tâm I(2 ; -4) của đường tròn tới đường thẳng x 
+ (mn— 1)y + m =0 phải bằng bán kính. Vậy \ 
LẺ * mỈ 8 sẽ (6 — Ömƒ?= ðBùnZ~ Pm + 8) 
wJ1+(m-J)° 
«©8m”- 7m+7=0; 
Phương trình này vô nghiệm. Vậy không có đường thẳng nào có 
dạng x + (m -1)y + m = 0 mà tiếp xúc với đường tròn đã cho. 


S38. Ta có d?—R2 = (xạ+A)2+(yg+B)2—(A?+B2—C) 
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= Xã +yä +2Axo +2Byạ +C 
Ở đó đ là khoảng cách từ M tới tâm đường tròn (C) và R là bán kính 
đường tròn - Vậy phương tích của điểm My; yạ) đối với đường tròn 
(© là xi + y +2Axo +2Byạ +C. 


S39. a) Ta có (C„): (x—m)?+(y+2m) =1. Vậy (Cm) là đường tròn có 
tâm I(m; -2m), có bán kính R = 1. Ta nhận thấy tâm I có toạ độ thoả 
mãn x¡ = m; y¡ = - 2m © y¡ = — 3xị, do đó tập hợp các tâm I là đường 
thẳng y=- 9x, Ym. Vì tâm của các (Cm) luôn nằm trên một đường thẳng 
cố định và các (Cm) luôn có bán kính bằng 1 nên chúng luôn tiếp xúc với 
hai đường thẳng (d,) và (d;) song song nhau, cách đường thẳng A: y =- 2x 
một đoạn R = 1. 

'Từ đó, (d,) và (d2) có phương trình dạng y=-— 2x + c, hay 2x + y—c=0. 
Mặt khác, ta có: 


4Œ, A)= |2xị + yị =e| _|2m - 2m ~c| 


Ẹ 44+l 44+l 
suy ra c= +25. Vậy phương trình hai tiếp tuyến cố định của (Ga) là: 2x 
+y+V§ =0và 9x+y-V§ =0. 


=l, 


b) Ta có (C): x? + y = 1 có tâm O(0; 0); R' = 1. 

Đoạn nối tâm OI là Vm2+4mˆ =/5m°. Ta giả sử m # 0 để(C„) 
không trùng với (C). Điều kiện để hai đường tròn giao nhau là R - '< 
OI<R+F hay: 


0<VSmẺ <2œ vn" <--© ©|m|< ® Km. T- 


Vậy khi me(-—=; —=) (m z 0) thì hai đường tròn giao nhau tại hai 
W W 


<m< 


điểm phân biệt A, B. Đường thẳng AB là trục đẳng phương của hai 
đường tròn, tất cả các điểm (a, b) nằm trên AB đều phải thoả mãn 
phương trình của hai đường tròn, do đó: 

(x—m)Ÿ + (y+ 2m)? —I =x? +y?-I1 <>2x- 4y - 5m =0. 
Như vậy đường thẳng AB có phương trình 2x - 4y - 5m = 0, nó có 
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vectơ chỉ phương (2; 1) không đổi, suy ra đpem. 
Ề ẳ € 
540. a) Trục lớn 2a=8>a= 4. Từ e=— suy rac=ae= 243, 
a 
b=a?-c°=16-12=4. 


Nếu hai tiêu điểm thuộc Ox thì phương trình chính tắc của (E) là: 
2 2 


SP se}, 
lế ú 
Nếu hai tiêu điểm thuộc Oy thì phương trình chính tắc của (E) là: 
2 2 
Tờ = HÀ 
4 1ó. 
2 2 LỆ 3 
b) Đ8:Ö—+7— =1 hoặc —+‡— =l. 
20 l6 l6 20 


Chú ý. Néu chưa xác định được uị trí của hai tiêu điểm thì ta 
phải xét cả hai trường hợp của vị trí tiêu điểm (trên trục tung hoặc 
hoành). Để ý điều tương tự như thế trong trường hợp hypebol. 

841. a) Theo để bài a = 4 và c = ð. Ta có: b? = c?- a? = 9. Vậy phương 
trình chính tắc của hypebol là: 
NI 3n. 
TH =Í hoặc - +} =ịỊ. 
l6 9 9 l6 
b)ìc=5,a = 4 và tiêu điểm nằm trên Oy nên phương trình chính 
2 2 
tắc của hypebol là: m—t—==], 
9 16 
842. a) Vì hoành độ của M là x = -3 < 0 và trục đối xứng của parabol 
là trục Ox nên phương trình chính tắc của parabol đó có dạng y? = —9px. 
Thy toạ độ của M vào phương trình ta được: 


2B =-92p.(-9), suy ra p= = . Từ đó ta được phương trình chính tắc của 


parabol là: y? = = x. 


b) Vì tiêu điểm F(; 0) (nằm trên trục hoành, bên phải O) nên p = 
6 và parabol có phương trình y? = 12x. 
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e) Vì tiêu điểm F(-4; 0) (nằm trên trục hoành, bên trái O) nên 
p=8 và parabol có phương trình y? =—16x. 

d) (P) trục đối xứng là Oy nên có phương trình x?=2px (khi tiêu 
điểm nằm trên O) hoặc x”=2px (khi tiêu điểm nằm dưới O). Vậy 


phương trình parabol đã cho là x” = $y hoặc x” = -y $ 


S43. Gọi MŒx; y) là điểm thuộc đường cônic, ta có: 

ME 2 2 |x-y-1| 
a)————=ec=l€©3(x-])“+(y-l“ =——=— 
dM,A) ĐỊT m HẠ ch nẾ 
© 2x? + 2y2— 4x— 4y +4=x” + yŸt 1— 9xy — 9x + 9y. 

© x” + 2xy + y?— 9x — 6y +3 =0. 

Vậy phương trình đường cônie là x” + 2xy + yŸ— 2xT— 6y + 3 = 0. 
b) ME = 2 .d(M, A) © MEÊ = 9d°(M, A) 

sữt~y- 
2 


e(@œ&-1U?+(y-U?= ©2xy- 4y+1=0. 


Vậy phương trình đường cônic là 2xy - 4y + 1 = 0. 
e) 12 ME =dM, A) 2MF” = d?(M, A) 
© 3x2 + 2xy + 3y”— 6x — 10y + 7 = 0. 
Vậy phương trình đường cônic là 
3x” + 2xy + 3y?— 6x — 10y +7=0. 
2 


S44. Phương trình chính tắc của elip có dạng: . + = =1. Elip đi qua 
PDˆq 


| 


M nên —_ =], p?= 1. Elip đi qua N nên mi Suy ra qˆ= 4. Vậy 
P 4p. q 

: xì yÌ : TS 
elip có phương trình: liÖ6u r3 =1. Vì 4> 1 nên trục tung đi qua hai tiêu 


điểm. Ta có c° = 4 — 1 = 3. Vậy toạ độ hai tiêu điểm là F, = (0;- 3) và 
F, = (0;3). 
Chủ ý. Trong chương trình cũ XyNG HH19), ch thừa nhận 


một dạng phương trình chính tắc _. =l, với a >b. Do đó, đối 
a 
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với chương trình cũ, cách giải như sau: 


Giả sử elip có phương trình chính tắc dạng c + 2 =1, Vì elip đi 
= 3 
cuyế ..a.ẽa.... ¬".... ` 
qua hai điểm M(1;0) vàN :1| nên: —+-_=] và x++=l.Suy 
2 8q" ` đạc bí 


ta d2 = 1 và bỀ= 4. Ta không nhận được phương trình chính tắc của elip 


theo dạng trên, vì a?< bể. 
Các bạn lưu ý điều này để tránh nhầm lẫn. 
S45. a) Giả sử có điểm M = (x; y) thuộc cônie đã cho thì 
: ME= \[(x~2)` +(y =3)” . 
Khoảng cách d từ M đến đường chuẩn y = 0 là : d = ly|l. Theo định 


nghĩa của đường cônie ta có ¬ =e hay En =1. Từ đó ta có MF?=y? 
M 
hay (x-) + (y-8)? = y? hay x”- 4x — 6y + 13 = 0. Đó là phương trình 
cônie đã cho, cônie này là đường parabol vì e = 1. 
b) Giả sử có điểm M = (x ; y) thuộc cônic đã cho thì 


ME= 4Jx°+(-3)? z 


Khoảng cách d từ M đến đường chuẩn y = 0 là d= |y |. Theo định nghĩa 
của cônIc ta có: TT =e hay Tï hay 2MF = |y|. Từ đó ta có 4[x” + 
(y-3)']= y?. hay 4x? + 3y? - 24y + 36 = 0. Đó là phương trình cônic đã 
cho, nó là elíp vì e< 1. 
S46. * Xét trường hợp a < b, ta thấy ngay độ dài của AB là 2b. 

* Xét trường hợp elip Xa s =1 với a > b. Đường thẳng vuông 


góc với Ox tại tiêu điểm này hoặc tiêu điểm kia đều cho ta độ dài AB 
bằng nhau. Do đó, có thể giả sử đường thẳng đó đi qua tiêu điểm F, = 
(-c; 0), đường thẳng này có phương trình x = -c. Thay vào phương trình 


của elip ta được = ni =l hay 
a 


3 
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2 4 2 
y=w(I-Š;]>5;ey= ke, 
a?] a H 


Như vậy toạ độ hai giao điểm là 


2 ? 
A= (=-#) vàB= KH 
a a 


2 
Suy ra ta có AB = Tin, 
a 


9 sợi 
Chú ý. Đề bài nói: cho elip có phương trình TH =1, thì a và b 
â 
ở đây là các số tuỳ ý chứ &bông có nghĩa là a > b như đã nói trong phần 
lí thuyết. Chú thích này rất quan trọng, vì nếu không để ý như thế, ta 
dễ chỉ xét một trường hợp a > b mà thôi. 


S47. Giả sử đường thẳng (đ) đi qua I có phương trình tham số: 


x=l+at 
y=2+bt` 


: 2 ? 
Để tìm toạ độ giao điểm A, B của d với elip Han giàn giải phương 
2 2 
tránh C00. BỘ lu 
9 
a 2 
Š VỀ pin ng si § q) 
l6 9 l6 9 l6 9 


Dễ thấy phương trình (1) luôn có hai nghiệm trái dấu. Nếu t; và 
tạ là hai nghiệm của phương trình (1) thì A = (l+at, ; 2+bt,j) và 
B=(1+at, ; 2+bt,). Khi đó MA = (at, ; bt,) và MB = (at; ; bt,). Để M là 
trung điểm của AB cần có MA + MB = Ö, hay t, + tạ = 0. Áp dụng định 
lí Viết vào phương trình (1) ta thấy tổng t, + tạ = 0 khi và chỉ khi 


+ . 0. 
l6 9 
Chọn b = -9 và a = 32 ta được phương trình của đường thẳng (d) 
là 
x=l+32t 
§ =2-~0t hay 9x + 32y - 73 = 0. 
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548. Tacóx= -°—,y=btgt nên Š= „ #=tẹt. Từ đó: 
€oSt a cost b 
h ? š! svà 
_ =l+tgt =l+T>=>-3-=l, Œ®) 
COS f aˆ bˆ a bˆ 


Quỹ tích các điểm M là hypebol có phương trình (*). 
S49. Gọi tâm trái đất là F; và giả sử quỹ đạo chuyển động của vệ tỉnh 
2 D 
có phương trình c + m =1. Khi đó khoảng cách từ vị trí M bất kì của 
a 
vệ tinh đến tâm trái đất là 
d=ME,=a- ˆx. 
a 
Do-a <Xx<a nêna—-c<d<a+ec. 
Gọi R là bán kính trái đất. Theo để bài, ta suy ra khoảng cách 


gần nhất và xa nhất của vệ tỉnh so với tâm F; của trái đất tương ứng 
bằng 583 + R dặm và 1342 + R dặm. Do đó: 


( —c=583+R 

a+c=l342+R 

Từ đó ta có 2c = 759; 2a = 1925 + 2R. Vậy tâm sai của quỹ đạo vệ tỉnh là 
+ áo: ~ 0,009265. 


 ”1925+2R ` 1925+80000 
Sã0. Gọi N là tâm của đường tròn đi qua 
F và tiếp xúc với (O). 
Hai đường tròn (N) và (O) tiếp 
xúc ngoài ở M khi và chỉ khi: 
ON=R+NM=R+NF 
«©NO—-NF =R. 


Nếu chúng tiếp xúc trong ở M thì ta có điều 
kiện tương đương là: 

ON=NM-—-R=NF-—-R  NF - NO =R. 

Tóm lại, N là tâm đường tròn qua F 

và tiếp xúc với (O) ở M khi và chỉ khi 
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[NO - NF|= R không đổi. Vậy tập hợp các điểm N là hypebol nhận O, F 

làm hai tiêu điểm, độ dài trục thực bằng R. 

Sð1.  a) M và N là giao điểm của (E) và (đ) nên toạ độ của chúng thoả 

mãn đồng thời hai phương trình của (d) và (E). Từ phương trình của (d) 
1 v2 

suy ra ax = by ©= y°= l8 thay vào phương trình của (E) ta có: 

x? a?x? 


—+ 


se =1, hay 


4b2x? +9a?x? =36b2 © x2(4b2 +9a?)=36b?, do đó 
2_ 36b” ; 36a? z_ 36(4” + bˆ) 


xÝ= Hư OM?=x?+ _ 
4b2+9a2Ở p2 yọa? Ÿ “thoa 


Mặt khác, vì đường thẳng (d) qua gốc toạ độ nên suy ra 


2.2 
MN=20N=12_—^ 2, 
(4bŸ +9a2) 


'Tiếp theo, tương tự như trên, từ phương trình (đ) suy ra 
bx = -ay = y?= b?x?/a?, 


36a? ; _ 36b? 
thay vào (E) như trên ta có:x?=—š —>;y°=—š =, 
: 4a”+9b2  4a2+0b2 


2 2 2 2 
OP2= SG?) pQ=20P =I2 LÊ. T22) , 
4a“+9b 4a“ +9b 


Bây giờ, để ý rằng hai đường thẳng (d) và (d) vuông góc nhau, 
nên diện tích tứ giác lỗi tạo bởi bốn điểm M, N, P, Q bằng nửa tích MIN 
và PQ, do đó, 


l 1,2 |(a?+b?) (a?+b2) 
S =—MNPi =..l2 LÊ 2.12 CS 
ĐEN l2 vàt PO T2àO PT, 
^ 72|a” + b° Ì 
\(4b? +9a?)(4a2 + 9b?) 


b) Theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 
5....2b2:..aEÖ „ax2 
Í(9a2 + 4b2)(4b? +0a2) < 28^+#b .— ĐC : (a? +bZ). 


Vì vậy, Swxpa bé nhất là bằng 
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72(A”+bˆ) _ 144 
ID. dc đi 
—(a“+bf 
2í ) 

điểu này xảy ra khi và chỉ khi a” = bỂ. 


S52. a) Blip có tiêu điểm (0; -4), (0; 4), các đỉnh (-3; 0); (3; 0) và 

(0; -ð); (0; 5). Hypebol (H) có đỉnh (0; -34); (0; 4) thuộc trục tung nên có 
h ? 

phương trình chính tắc là Ti _*_ =~l với c®= a? + bề, Suy ra hai tiêu 


3 


điểm của (H) cũng nằm trên Oy, chúng là đỉnh của (E), nên hai tiêu 
điểm của (H) là các điểm (0; -5), (0; 5). Từ đó, 
a=4;,c=5=>b=3. 


Vậy phương trình hypebol là T si Ez | ¿ 


b) Từ hệ phương trình toạ độ giao điểm 


3 H 
2. là 1 
§ 25 
SN So, 
9 lẽ 
dễ dàng tính được yŸ = ệ Ti nN rẻ =9|1~Ê 9) sử 
"1. 4I 41 4I 
25 16 
KG "`... : : Xi. 
Từ đó ta có: x” + yẾ = PT Vậy phương trình đường tròn đi qua 
nha bá ẾP ý s 2z, .;z 881 
các giao điểm của (F) và (H) là: x“ + y xa 


S53. a) Cách 1. Đường thẳng A qua tiêu 
điểm F; và vuông góc với Ox có phương trình 
x=-24/2. Gọi M, N là giao điểm của A với 
elip, khi đó M và N có hoành độ bằng —22/2. 
Tung độ của M và N là tạ, Vậy 


MN=|Yw -Yw |. 
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Cách 29. Do tính đối xứng ta có MN = 2MEF;; dùng công thức tính 
3 
ME) với xụ = - V3, ta cũng được MN = ¬" 


b) Giả sử M@; y), từ công thức tính bán kính qua tiêu điểm, ta 


có: ME) = 2ME¿ © a + ex = 2(a — ex) © 3ex = a 


n “¬ .ˆ¬ 
3 3 4ˆ 
2 
tia dể ý sỉ. Ta L- 2= +14, 
9 8.8 4 


Vậy có hai điểm thoả mãn đề bài là: 
342 v14). ,Í3/2, XxH 
MJ|——; “3 và Mạ Pï ;———]. 


4 4 


2 2 
S54. a) Giả sử elip có phương trình chính tắc: “—+ hà =1, điểm 
a 


2 
1(0; 3) nằm trên elip nên: bà + vã =1, hay b = 9. Theo giả thiết, tiêu cự 
a 


của elip là 9e = F,F,= 24/5. Vậy e = A5. Do đó, bề = a?~— c? hay a? = bê + c‡ 
3 2 
= 9+5 = 14. Tóm lại, elip đã cho có phương trình chính tắc n + # =1. 
b) Ta có công thức về độ dài bán kính qua tiêu: 
cx 


ME)=a+ —. 
a 
Hiển nhiên -a < x < a nên MF) nhỏ nhất khi x = -a và lớn nhất là 
x=a. Vậy ME, có giá trị nhỏ nhất là a - e = AÍ14 —2/5 và lớn nhất là at + 
e=l4+24/5. 
S55. Để ý rằng do điều kiện b? =4a? +1, không thể xảy ra trường hợg 
b=0 hoặc b = a. Từ hệ 


(a-b)x+y=l 
(a?—b?)x+ay=b” 


ta suy ra toạ độ giao điểm M là MŒx; y) = MÍTg: ?) : 
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Từ đây, kết hợp b°=4a2+l suy ra tập hợp điểm M là elip có 
phương trình chính tắc: 


y8: v2 
_ SE, 
Tĩ 

4 


S56. Nếu điểm M(x; y) nằm trên clip thì ta có các bán kính qua tiêu 


của điểm M là: MIĩ,=a+ ca MF,=a- Sễ. với Fi=Ce;0),Fy=(; 0). 
bì a 


Vì ME, = 2MF¿ nên 


a 
a1 y 
Thay vào phương trình elip ta được ———— + =1, hay 
a”!fc” b“ 
TỶ... . ề b`(@c” ~a”) Ã b?(8a? —8HU). 
9c“ ọc° 9c 


Vậy: Nếu 8a”< 9b, bài toán vô nghiệm. 
Nếu 8a? > 9bỶ, có hai điểm thoả mãn là 
_ la? by8a'-9b° |. a? by8a”-9b? 
M;=|—:—————| vàM;= |—:-—————|. 
3c %c $c $c 
Nếu 8a? = 9b, chỉ có một điểm M(a ; 0). 


2 2 
Sð7. Xét hypebol (H): ng Hai đường tiệm cận của (H) là: 
¬ã 


A: va Šy hay È _# =rA, Ta. hay XU sự, 
a a b a a b 


h ? 
Điêm My; yạ) c (H) © Big =1. Ta có tích các khoảng cách 
RD 


từ M đến hai đường tiệm cận không đổi, bởi vì 


2 2 
Xo_y0| |Xo,Yol | 8-5 
a b a _b a? bể : J Để a?bŸ 
l1 ƒT ïñ 1,1  L,l xet 
(79 9n Pữ ứng 


Với hypebol dạng chính tắc kia, tiến hành tương tự. 
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Sã8. a) Parabol đã cho có phương trình x° = 4y, do đó, p = 2. Ta có tiêu 
điểm ro ?) =(0; 1) và đường chuẩn 


(A):y+ 270, hay y=— 1. 


b) Đường thẳng qua tiêu điểm (0; 1) có hệ số góc k sẽ phương 
trình là y = k(x - 0) + 1 hay y = kx + 1. Hoành độ giao điểm của nó và 


parabol y = nh là nghiệm của phương trình 
xẾ =2 Ra#1ee x4 — 40, 


Vì ae = -4 < 0 nên phương trình trên luôn có 2 nghiệm phân biệt, rghĩa 
là đường thẳng luôn cắt parabol tại hai điểm M,;; y) và M;Œ; y;). 
Theo Định lí Viét ta có X;X;= —4. 


S59. Toạ độ (x; y) của tâm đường tròn thoả mãn phương trình 
y?+a?=x? + bề x?- y? = bể — a”. 

Nếu a = b, ta có (x—y)(x+y)=0, tập hợp cần tìm là hình gồn hai 
đường thẳng y = x và y = -x. 
Nếu b>a, ta có b2—a? >0, tập hợp đó 
ác =Í 
¬ 
có đỉnh nằm trên trục hoành, độ dài trục 
thực bằng độ dài trục ảo và bằng 2b? ~a”. 
Nếu b < a, ta có a”—b?>0, tập hợp đó là 

¿2 2 

n + - b = 


đỉnh nằm trên trục tung, độ dài trục thực 


là hypebol vuông mg 


l, có 


hypebol -vuông — 


bằng độ dài trục ảo và bằng 
24a? —b?. 


S60. - Ta có MGs; y;) e ŒP) ©> yậ =2pxạ. Dễ thấy Ío 5) vã 
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phường bảnh đường thẳng IMETÀ: -Š-= 1, Xét bệ 


Xạẹ_ Yụ 
y`=2px () 
Lan an, (@) 
Xụ Ýo 


Từ 2) suy ra x ".. - Thay vào (1) ta được: 
y 


Mặt khác, lại có xạ .ửa. vì vậy ÿyŸ =an| 2 ) hay 
2p pP.2Pp 
y?~2yạ¿y + yạ =0. 
Phương trình trên có nghiệm kép y = yạ, suy ra IM chỉ có chung với (P) 
một điểm M duy nhất. 


S61. Giả sử MŒ; y), thế thì N(x; y) (do MN // Ox) và tâm của dường 
tròn (C) là I(0; y). Khi đó IM = IN = IP = IQ, hay 
3 


2 
IQ=ja?+y2 =x? =IM ca2+y? =x? si 
Vậy tập hợp các điểm M, N là hypebol vuông (tức có độ dài hai trục thực. 
ảo bằng nhau) có đỉnh P, Q, độ dài trục thực PQ = 2a. 


S62. Để tìm toạ độ của hai đường đã cho ta giải hệ phương trình 
y°=2px () 
y=ax?+bx+c (2) 
Nhâa hai vế của phương trình (1) với a rồi trừ đi phương trình (2) ta 
được ay? - y = 2apx - ax? — bx - c hay : 
ax?+ ay?- (2ap - b)x— y + =0 


2ap—b 
3P vs Šs‡ E =0, ¿9 
â a na 


Rõ ràng phương trình (3) là phương trình của một đường tròn. 
Vậy nếu hai parabol đó cắt nhau tại bốn điểm phân biệt thì bốn diểm đó 


=> 1?+ty?- 


nằm trên một đường tròn. 


IØ1 


BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG 2 


† Cho hệ (trục toạ độ Oxy (hay (O;ï, ) $ 
ỳ s3 <2 = 

(D Theo tính chất vectơ ta luôn có: ¡ =j =1 và ¡j=0. 

() Nếu vectơ ä có thể viết dưới dạng: ä=xi +yj thì cặp số 
(x; y) được gọi là toạ độ của vectơ ä và kí hiệu ä = (x; y) hay ã(x; y). 

Trong hai câu trên : 

(A)() đúng và (TU sai. (B) I) đúng và (T) sai. 

(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 
3. (D M]à trung điểm AB khi và chỉ khi toạ độ của M là trung bình 
cộng các toạ độ tương ứng của hai điểm A,B. 

(H) G là trọng tâm của tam giác ABC khi và chỉ khi toạ độ của G 
là trung bình cộng các toạ độ tương ứng của ba đỉnh A, B, C. 

Trong hai câu trên : 

(A)@) đúng và (II) sai. (B) (II) đúng và (D) sai. 

(Ơ) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 
3. Cho ã=(x; y) và b= (x'; y), ta có : 

(Dš=(CG:2,),với b # (0:0) ; 

b xy 


(ID) kã = (kx;ky); 3) äb =xx'tyy'; 
(II) Với x z 0, y' #0, ä cùng phương với b khi và chỉ khi 
x_.ÿ 


' p 


X Yy 
Trong ba câu trên : 
(A) Chỉ có (I) đúng. (B) () đúng và (II) đúng. 
(C) Cả ba đều đúng. (D) Gó không quá hai câu đúng. 


4. (@) lR| =a?= Vx +yi ;qỤ cuy(§ bi =— 3 
ly? +y2, Jx2+y2 
Trong hai công thức trên : 


(A) @) đúng và (II) sai. (B) 1) đúng và (1) sai. 
(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 
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5. Trong mặt phẳng toa độ Oxy, toạ độ của vectở OM cũng được gọi 


(A) toạ độ của vectơ MO. 

(B) toa độ của hình chiếu điểm M trên Oy. 
(Ở) toa độ của hình chiếu điểm M trên Ox. 
(D) toa độ của điểm M.. 


6. Cho hai điểm Mt(xy ; vụ ) và Ñ(Œy; yw), khi đó: 
Œ) ON-OM =(Xq—XM; ŸYN TŸM) ï 


(ID |ÔM-ONI=4[(Œw =xự)Ê+(Yw —YM) - 


Trong hai công thức trên : 
(A) () đúng và (II) sai. (B) ID đúng và (I) sai. 
(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 


+. Cho điểm M(x; y), toạ độ của điểm đối xứng với M qua trục Ox là : 
(A)œ&;-y). (B)Cx;y).  (C)(x;-y). (D)(0;-y). 


8. (D Mỗi đường thẳng có vô số vectơ pháp tuyến, những vectơ pháp 
tuyn này song song nhau. 

(ID Cho một điểm M(xạ; yạ) và một vectơ ñ #0. Có đuy nhất một 
đường thẳng đi qua M và nhận ñ là vectơ pháp tuyến. 

Trong hai câu trên : 

(A)(1) đúng và (II) sai. () (ID đúng và (1) sai. 

(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 
9. Điều kiện cần và đủ để điểm N(x; y) nằm trên đường thẳng A đi 
qua M¿, yạ) và có vectơ pháp tuyến ñ(A; B) là 

(A) B(x -— xạ) + AŒy - yọ) = 

(B) B(y - yụ) = A(%ụ — x). 

(C) A(x + xạ) + B(y + yạ) = 

(D) A(x - x;) - By - yạ) = 
10. Mỗi đường thẳng trong mặt phẳng là tập hợp những điểm : 

(A) có toạ độ (x; y) thoả mãn phương trình Ax + By + C = 0. 

(B) có toạ độ (x; y) thoả mãn phương trình Ax - By + C = 0, với 
^?+B?z 0. 


183 


(C) có toạ độ (x; y) thoả mãn phương trình bậc nhất đối với hai ắn 
số Ax + By + C=0, với A? + B? =0. 

(D) Tất cả các câu trên đều sai. 
11. Phương trình Ax + By +C = 0 được gọi là phương trình tổng quái 
của đường thẳng, đường thẳng này nhận : 

(A) ñ(—A, -B) là vectơ pháp tuyến. 

(B) ñ(, A) là vectơ pháp tuyến. 

(A) ñ(—B, A) là vectơ pháp tuyến. 

(A) ñ(A, B) là vectơ chỉ phương. 
19. (I Đường thẳng Ax + © = 0 vuông góc với trục Oy, đường thẳng 
này nhận ñ(A, 0) làm vectơ pháp tuyến. 

(ID Đường thẳng By + C = 0 vuông góc với trục Ox, đường thẳng 
này nhận ñ(0, B) làm vectơ pháp tuyến. 

(ID Đường thắng A x + By = 0 đi qua gốc toạ độ, đường thắng 
này nhận n(A, B) làm vectơ chỉ phương. 

Trong ba câu trên : 

(A) Chỉ có (1) đúng. () Chỉ có (D đúng. 

(C) Cả ba đều đúng. (D) Cả ba đều sai. 


18. (1) Đường thẳng Trẻ =l(a#0,b#0) đi qua hai điểm (a; 0) và 


(0; b), phương trình dạng như thế gọi là phương trình của đường thẳng 
theo đoạn chắn. 

(II) Phương trình đường thẳng đi qua MŒ%ạ; yạ) và song song với 
Óx, với yạ z 0, là y — yạ = 0. 

(II) Đường thẳng OM, với MŒ; yạ) khác điểm O, có phương trnh 


YoX — Xoy = Ö. 
Trong ba câu trên : 
(A) () và (II) đúng, (II) sai. (B)1) sai. 
(Œ) Cả ba đều đúng. (D) () sai. 
14. Trong mặt phẳng toạ độ cho hai đường thẳng A¿, A; : 
Áp: Ax+Biy+C¿=0, A;: Azx + Bạy + C;= 0. 


Hãy chọn câu sai : 
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§ 3 B 
(A) Hai đường thăng A;, Az cắt nhau thì : bị ˆ 0. 
r5 y3 ; =3. 
(B) Hai đường thắng song song khi và chỉ khi B =0. 
2 2 
(G) Hai đường thẳng trùng nhau khi và chí khi: 
Ai B, BC, CA, =0 
A„, BỊ lB, GÌ ÍG, A¿j - 
(Ð) Khi A,, B„, khác 0, ta có: A,,A, cắt nhau © TLyết, 
2 2 


15.  (I) Một đường thẳng có vô số vectơ chỉ phương, mỗi vectơ này 
vuông góc với mọi vectơ pháp tuyến. 

(ID Nếu ñ(A:B) là một vectd pháp tuyến thì u(B; A) là một 
vectd chí phương. 

(II) Phương trình tham số của đường thẳng đi qua điểm „ 
A(xạ ; yạ), biết vectơ chỉ phương ũ(a ; b) là 

jNEhòh (a?+b? z0). 
y=yo+tb 

Trong ba câu trên : 

(A) @) và (II) đúng, (II) sai. (B) () sai. 

(Ơ) Cả ba đều đúng. (D) Gó ít nhất một câu sai. 


16. Cho đường thẳng có vectơ chỉ phương ñ(a ; b). 

(A) Ta luôn có thể viết phương trình đường thẳng đó dưới dạng 
chính tắc. 

(B) Khi viết phương trình đường thẳng dưới dạng tham số, ta 
luôn có thể khử t để đưa vẻ dạng chính tắc. 
X =Xạ tat 


„ ta suy ra phương 
y =yạ +bt 


(C) Từ phương trình tham số: | 


KEHXu J +, 


trình chính tắc là b 
(D) Nếu a = 0 hoặc b = 0 thì đường thẳng đó không có phương 
trình chính tắc. F 
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17. Cho các điểm A(1 ; 1), B( ; 1), C(3 ; 1), D(3 ; -2) và đường thẳng 
x=l+2t 

h =-5+3U 

(A) Cả 4 điểm đều nằm trên đường thẳng. 

(B) Có ba điểm nằm trên đường thẳng. 

(C) Các điểm B, D, nằm trên đường thẳng, các điểm A và C 
không nằm trên đường thẳng. 

(D) Không có điểm nào trong 4 điểm đã cho nằm trên đường 
thẳng đó. 


"—.. : 
18. Cho đường thẳng Ũ s `, Phương trình chính tắc và phương 
y= : 


trình tổng quát của đường thẳng trên lần lượt là : 
(A) — và ðx ~ 3y + 15 = 0. 


>3 ,Ÿ ly ấy+R=ứ 
Si c5 
G ŠTÊ = ` và mx+ äy + 15 =0. 


(B) 


®) _ ÿề Bx— 8y — 15 =0. 


19. Nếu đường thẳng đi qua hai điểm AŒi;yi) và B(x;; y;) sao 
cho AB không song song với một trong hai trục tọa độ, thì phương trình 
đường thẳng đó là 


TY ShGGI010,b14 0) @ -SCXL .J—) 
X2-XI_ Y¿—TY| Xa-XI_ Yạ-YI 
(œ0 -#Š-ŠL.- JT—., (0-5 -*L- 2L, 
Xạ-XI Tạ Xạ†X, Y¿'TY 


20. Hai điểm M(xy ; y), NŒxay ; yụ) nằm cùng phía hoặc khác phía đối 
với đường thẳng A : Ax + By + C = 0 tương ứng với : 
(A) Giá trị (Axụ + By +C)(Axw + Byx + C) đương hoặc âm. 


(B) Giá trị (Axu +Byw+C(AXN+ByN+C) không âm hoặc 
không dương. 
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(Ở) Giá trị (Axwi + By +€)(Axw t+Byy +€) âm hoặc dương. 


(D) Giá trị (Axui+Byy+C€)(Axy +Byy +C) không dương hoặc 


không âm. 


21. 


Hai đường thẳng a và b cắt nhau tạo thành bốn góc, góc giữa hai 


đường thắng a và b, kí hiệu (a, b), là : 


(A) góc nào trong bốn góc đó cũng được. 
(B) góc tù trong bốn góc đó. 

(C) góc nhỏ nhất trong bốn góc đó. 

(D) góc nhọn trong 4 góc đó. 


22. lợi u, v lần lượt là các vectơ chỉ phương của hai đường thẳng a, 
b, ta có 

(A)(a,b)=(u; V). 

(B)(a,b)=(u; v) nếu (u; v)<90°; 

(a, b)= 180? ~ (u; v) nếu (u; v) > 90%. 

(Ở) (a, b)=(u;—V). 

(D)(a,b) 1 (u; v). 
23. Giả sử có hai đường thẳng cho bởi phương trình y = kạx + bị và y 


= kạx + bạ. Gọi ø là góc giữa chúng, ta có: 


24. 


|k,k; +1| k,—k 
() cosø=——=—=——— (I)tgø =|————— 
q+kŸ)+kệ) 1+ kứk, 
Trong hai công thức trên : 
(A) (1) đúng và (II) sai. (B) 1) đúng và (1) sai. 
(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 


() Phương trình đường tròn có dạng (x—a)”+(y —b)2=R” hay 


x°+y2- 2ax— 2by + a2 + b2 - RẺ = 0. 


(D Phương trình : xˆ + y? + 2Ax + 9By + C = 0 là phương trình 


của đường tròn với mọi A, B, Ơ. 


Trong hai câu trên : 
(A) Chỉ có (I) đúng. (B) Chỉ có (II) đúng. 
(C) Cả hai câu đều đúng. (D) Cả hai câu đều sai. 
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25. - Phương trìnhx?+y?+ px+(p-l)y=0là 
(A) Phương trình của đường tròn tâm I(1, 2). 


(B) Phương trình của đường tròn tâm 4Í ĐE), bán kính R 


= 3p” p. 
(C) Phương trình của đường tròn tâm 4(-ÿ-E), bán kính 


R= sp” ~2p+l. 
(D) Phương trình của một đường tròn tâm I(1, 2), bán kính p. 
26. Cho đường tròn x?+y”-4x+8y—5=0. Đây là đường tròn : 
(A) Tâm I(2; -4), bán kính õ. 
(B) Tâm I( -2 ; 4), bán kính 5. 
(Ø) Tâm I(1 ; 3), bán kính 6. 
(D) Tâm 1(3 ; 1), bán kính 6. 


27. Cho đường tròn (C) có tâm I(a; b), bán kính R và điểm 
Mạ; yạ) nằm trên (C). Phương trình đường thẳng tiếp xúc với (C) tại M 
là : 

(A) (a + x¿)(x — Xe) + (b + yo)(y — yo) = 0. 

(B) (a - XeX(% - Xạ) + (b — yạ)(ÿ -— yạ) = 0. 

() (a — xo)(x + xạ) + (b — yạ)( + yọ) = 0. 

(D) (a + x¿)(x + xạ) + (b + yo)(y + yạ) = 0. 


28. Cho đường tròn x2 + y2 = 4. Để tìm tiếp tuyến đi qua điểm 
(2; 9), một học sinh tiến hành như sau : 

() Tiếp tuyến cần tìm có phương trình : 

A(x -2) + B(y + 2) = 0. 
(I) Từ điều kiện tiếp xúc ta có : 
2Â22BÍ D2 suyra A.B=0. 
ÝA?+B2 

(HD Nếu A = 0 và B +0, ta được tiếp tuyến y + 2 = 0. 

Nếu B = 0 và A #0, ta được tiếp tuyến x - 2 = 0. 

Nếu A = B = 0, không có tiếp tuyến. 


188 


Lí luận trên : 
(A) Đúng hoàn toàn. (B) Sai từ giai đoạn (1). 
(B) Sai từ giai đoạn (ID. () Sai ở giai đoạn (II). 


- › 
29. — Tìm toạ độ của vectơ u ,biết u + a =2b với 
“ - 
a =(1,- 4), b =(-6, 15). 


t3 
(A)u =(13,34); (B)u =(-13,4); 


+ 
u 
—- - 

(C)u =(34, 13); (Du (-13, 34). 

30. Cho A(-1, 3), B(1, 1), C(2, 5). Xác định toạ độ trọng tâm G của 

tam giác ABC. 

(A)G(1,3); (B)G(3,1); (C)G(-2,- ặ ); @Đ) GỆ , 3). 

31. Cho A(2, 1); B(1, - 3) ; C(3, 0). Xác dịnh điểm D sao cho ABCD là 

hình bình hành (các đỉnh viết theo thứ tự vòng tròn). 

(A)D(1,8); (B)D(4,4); (C) ĐC” „ữ? ï (D)D(-7, 19). 

32. Cho AQ@, 1) ; B(1, - 3) ; C(3, 0). Xác định điểm D sao cho ABDC là 

hình bình hành (các đỉnh viết theo thứ tự vòng tròn). 

(A)DC4,-4); (B)D(2,-4); (C)D(2,4); (D)D(-7, 9). 
hả z — lở — si 

38. — Tìm toạ độ của vectơ u ,biết2u -3a =b +u với 


~ —> 
a =(5,6), b =(-8,- 1). 


- - 
(A)u =(-15, 18); (B)u =(6,ð); 
— - 
(C)u =(12, 1?); (D)u =(-8,- 7). 
34. Cho A(2, 1); B(1, - 3). Tìm toạ độ giao điểm I của hai đường chéo 
hình bình hành OABC. 
1 2 5 1 
A)I-~,—); B)I(—, —); 
: 3 3 l : 3 Ð : 
1 3 
(©) 12, 6); D)K~,— =3. 
(D) 5 ) 


3ã. _ Cho M(1, 1);N(2, 3). Tính MN. 
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(A)MN= JŠ ; (B)MN =2 ; 
5 

(C)MN = 17; (DMN= —-. 
⁄2 


86. — Tính diện tích hình vuông ABCD, biết A(2, - 3) ; C(5, 2). 
(A)S=17;  (B)S=34/2 ; (C)S=34; (D)S=23. 
37. Cho ba vectơ ä =(2; 1), b=@;4),=(7; 2). 
Đặt ũ=2ã—3b + . Ta có : 
(A) ũ =(-5; -8) (B) ũ =(2;ð) 
(C) ñ =(2;-8) (D) ũ =(3;7) 
38. Tìm tọa độ của các vectơ sau: 
B=-Ï, 4=5j, Í =mi— Jcos24°, 
(A) § =(-—1; 0), 4 =(0 ; ð), = (m; cos249). 
(B) ø =(1;0), ä =(0; ð),  = (m; ~cos249). 
(C) § =(—1; 0), ä =(0 ; ð),  = (m; cos240). 
(D) ö =(—1; 0), q =(2; ð), Ÿ= (r; -eos24°). 
39. Cho A(2, - 3), B(3, 4). Tìm điểm M trên trục hoành để A, 3, M 
thẳng hàng. 
1 
(A)M(1,0); (B)M(4,0); (C) MC-Š, = gÓi (Đ)MC—., 0). 


40. Cho hai vectơ e=(4; I) và f=(1; 4). Khi đó : 
(A) (E,f) ~ 72011. (B) (6,f) > 18992'. 
(C) (ề,f) = ð0%25'. (D) (ẽ,f) >61°ð5'. 
AI. Cho A(0, 2); B(-1,- 2). Xác định tọa độ điểm M chia đoạn thẳng 
BA theo tỉ số - 2. 
5 


1  dj 
A)M(_~, —); (B)M(~, —); 
(A) = 3) ) G 3) 
(C) MÔ, 6) ; (D)MC(-S8, - 7). 


- 


42. Cho u =(2,3), v =(6,m). Tìm m để u 1 v. 
(A)m=3; (B)m=-23; (C)m=6; (D)m=-4. 
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43. Giả sử e=(4:1) và f=(1;4). Khi đó, để vectơ ä=+mÍ vuông 
góc với trục hoành thì : 
(A)m=1 (B)ìm=-4 
(C)ìm=5 (D) Một kết quả khác. 
44. Cho ba điểm M(-1;-2), N(3; 2), P(4; -1). 
(A) Ba điểm M, N, P là ba đỉnh của một tam giác cân tại N. 
(B) Ba diễm M,N,P thẳng hàng. 
(C) Ba điểm M, N, P là ba đỉnh của một tam giác. 
(Ð) Tất cả các câu trên đều sai. 
4B. Cho ba điểm A(-4; 1), B(2; 4), C(3; -2). Khi đó : 
(A) Toạ độ trọng tâm của tam giác ABC là (0, 7). 
(B) Toa độ trong tâm của tam giác ABC là (7, 0). 
(Ø) Toạ độ trọng tâm của tam giác ABC là (0; 1). 
(D) Không tồn tại trọng tâm, vì A, B, C thẳng hàng. 
46. Cho a=(x;y). Khi đó : 


(A) ãÏ =xvà ã.j =y. (B) ãi =yvà ä.j =x. 
(A) äÏ =0và ä.j =1. (B) ãï =lvà ã.] =0. 
ẩ?. Tue6u =LÚ3U =Ú, mi: 
(A) với mọi m ; (B) không có m ; 
(Ở) khi và chỉ khi m = 0 ; (D)m=2. 
48. — Xác định các tiêu điểm, tâm sai của elip có phương trình 
x? + 2y? = 25. 
3 3 1 MT" 
À)F@ —,0);@==; B)F(@+ ——,0);e= — ; 
( 3:0:ie= 2 (B) FŒ CO—,0);6= CC 
(Grú V5,00je= Š, (D) F(@ 26, 0); =ˆ 


Ghi chú : Ở đây, F(+- m, 0) là cách viết tắt của hai tiêu điểm 
(=m,0) và (m, 0). 
49. Viết phương trình chính tắc của elip mà elip này là tập hợp 
những điểm có tổng các khoảng cách đến (~6, 0) và (6, 0) bằng 14. 

(A) x2 + 9y? = 86; (B) 3x? + 5y? = 30; 
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Di 5>.+ E cay ta: xà. 
3 5š 49 13 

50. — (1) Nếu tâm sai e càng bé (tức càng gần 0) thì hình chữ nhật cơ sö 
càng gần với hình vuông, do đó đường elip càng gần với đường tròn. 

(I1) Nếu tâm sai e càng lớn (tức càng gần 1) thì hình chữ nhật cơ 
sở của nó càng "dẹt", do đó đường elip cũng càng "dẹt". 

Trong hai câu trên : 

(A) Œ) đúng và (II) sai. (B)D đúng và (T) sai. 

(C) Cả hai đúng. (D) Cả hai sai. 
ð1. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn mộ: elib 


có trục nhỏ là 16 và tâm sai e = : ? 


2 3 2 2 
vẻ z1z (Ủ —kz= § 
169 ` 25 100 64 
2 5 2 2 
(0+ —~=1 ®ỳ + Ý-=L 
49 4 lễ”? 


ð2. — Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn một elip 


có tiêu cự 24 và tâm sai e = H ? 


x? y? 
A)—+ —=l; B) x? + By? = 25 ; 
SÁT hệ T: ()x? + By? 

2 2 2 2 

X ĐÁ X Ỷ 
€) —+ —=l; D) —+ —=l. 
to G n 


53. — Viết phương trình chính tắc của hypebol có 2c = 10, 2a = 8 và tiêu 
điểm nằm trên Oy. 


x? y? xỉ? y? 
NUAN Xổ ` la ST VEC cmg 
x? y? x? y? x 2 
(Øy—+®—=l (0) Š—~—*—zl höRe = S=»3Ÿ =4, 
3 l6 9 9 16 
xì Me v3 VI xế, 
54. TƯNHBĐQE — TT Ân có hai đường tiệm cận là : 
a 


(A) Š-#=0 và *+Ý =0, 
a b a b 
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(B) Š+Ÿ =0 và Š-*=0 
a a bÐb 

(0 ~>+Ÿ=0 và *+# =0. 

b a a b 
(D~Š+Ÿ=0 và Š+Ÿ =0. 

B ã b a 

XỔ ý  ..- 
55.  Hypebol F NHI có hai tiêu điêm là : 

(A)F(-3; 0), F(3; 0) (B) F;5; 0), F¿(0 ; 5) 
(Ở) F9; 0), Fa(2; 0) (D) Một kết quả khác. 


56.  Parabol có tiêu điểm: rÍ0 3), đường chuẩn: y+ 2ˆ 0 sẽ có 


phương trình là : 

(A)x'=2py. (B)x?=-2py. (C) y?= 2px. (D)y”°=-2px. 
57. Viết phương trình parabol (P) có tiêu điểm F(3, 0) và đỉnh là gốc 
toạ độ O. 

(A)yˆ=-2x; (B)y”°=6x; 

(G3y?= 19x; (Đ)y=x° + 2. 


B8. _ Xác định tiêu điểm của parabol có phương trình y° = 6x. 
(A)(0,—8); (B)(0,-1); (Œ) ẻ, 0); (D)(0,- mộ 


B9. — Xác định tiêu điểm, đường chuẩn của của parabol có phương trình 
*? =~— 12y. 
(A)(0,=3);y=3; (B)(0,—3);y=~3; 
(C)(0,8);x=3; (D) Một kết quả khác. 
60. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn một elip 
có khoảng cách giữa các đường chuẩn là ` và tiêu cự 6? 


3) 


2 2 
+ 2—- * : 
16 Kj 


=1; (B)_— + —=l; 
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61. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn một 
Eạy GẦN: v- : 
hyperbol có khoảng cách giữa các đường chuân bằng k và có tâm sai 


7 
— ? 
266 
xv y x2 y 
—- —=l; B)—---—=l; 
Khổ” 16 Đ 392 
x? ? 2 2 
y X y 
G x2 =1; D) —- — =1. 
” 25 kế 9 


62. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn một 
hyperbol có khoảng cách giữa các đường chuẩn š , trục ảo bằng 6 ? 


2 3 2 2 
— =1; W— - —zfị 
169 1521 16 § 
2 2 2 
x bị x Ỷ 
(C) —-— =1; D) —-—=l 
36 64 ' J3 1 


_ 2 
63. Xác định tiêu điểm, tâm sai của hyperbol ŒĐ = —— FS =1, 


(A)F@&7,0);e=7; biến tối E 


(C) F(+ 233, 0); e = = :— (@Đ)FŒœ VI3,0);e= s. 


64. — Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn một 
;hyperbol có hiệu khoảng cách đến hai điểm (+ 5, 0) bằng + 4? 


2 2 x? 2 

x y y 
A)—-—=l; H —=- —= =1; 

su 45 ® 21 

x? y 

O@x?°-y°=7; DỊ lo ốp = 

(C) x? - y? (D) 25 
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TRẢ LỞI CÁC BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 


lỡ |2 6 lán |áaA |sD0 | |7á lã.ö 
LG |2. |3D |4A |5D |6G |7A |8C 
9B |10B|11A |12D |13GC |14.B |15.D |16D 
17.C |18.A|19.B |20.A |21C |22B |23.C |24A 
|25.C |26.A|27.B |28.B |29D |30.D |31B |32B | 
41A |42D|43B |44C |45C |46A |47C |48D 
49.D | 50.C |ð1.B Em 58.A |54.A |55.D |56.A 
ø7.C |58.C|59.A |e0.D |ø1G |@2B |63.B |6B | 
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Ẩffi sấ lài tná âr (ậ? eaốÍ xăy 
A. ĐỀ BÀI 


PI. Cho hình thang ABCD vuông tại Avà D có 


AB =AD = TDC=l. 


a) Đặt AB=u,AD=v. Hãy biểu thị các vectơ sau đây qua hai 

b) Tính tích vô hướng DB.AC 

c) Tính cosin của góc hợp bởi hai vectơ DB và AC. 
P2. Cho hai vectơ ẽ=(4;I) và f=(l; 4). 

a) Tính góc (6,f). 

b) Xác định tất cả các số m để vectd ä = + mf. vuông góc với trục 
hoành. 

e) Xác định tất cả các số n để vectơ b =nẽ+Ÿ. tạo với vectở ï + j 
một góc 45°. ` 
P3. Tam giác ABC cóa= 5, b = 4,c = 3. Lấy điểm D đối xứng; với B 
qua Ơ. Tính độ dài AD. 
P4. Cho A(4 ; 5), B = (6 ; -1), C = (1; 1). Viết phương trình các 
đường cao và các đường trung tuyến của tam giác ABC. 


P5. Cho điểm A(O ; 1) và hai đường thẳng d, d' lần lượt có phương 
trình tt , X+y+l1=0. 

y=3+t 

a) Hãy tìm trên d các điểm M sao cho AM = 5. 

b) Tìm tọa độ giao điểm của d và d'. 
P6. Cho hình bình hành có một đỉnh là C(4; -1) và biết phương: trình 
hai cạnh là: x - 3y = 0 và 2x + ðy + 6= 0. Tìm ba đỉnh còn lại của hình 
bình hành đó. 


P7. Tìm phương trình tham số và phương trình chính tắc của: 
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a) Đường thắng đi qua I(0 ; 3) và vuông góc với dường thẳng có 
phương trình 2x - 5y + 4=0. 

b) Đường thẳng đi qua hai điểm A(I ; 5) và B(-9 ; 9). 
P8. Cho hai điểm O(0; 0) và A(2; 0). 

a) Tìm điểm đối xứng của O qua A. 

b) Tìm điểm M trên A sao cho OM + MA ngắn nhất. 
P9. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho tam giác 
ABC biết A(I ; 1, phương trình đường cao BH là: 

~2x+y-8=0 

và phương trình đường cao CK: là 2x + 3y - 6= 0. Lập phương trình 
đường cao AE và tính tọa độ hai đỉnh B, C. 
PI0. Cho điểm M(2; 3). Viết phương trình đường thẳng cắt hai trục toạ 
độ A, B sao cho ABM là tam giác vuông cân tại M. 


PII1. Tính khoảng cách từ điểm M(4 ;—5) đến các đường thẳng: 


:=2t 
a)3x-4y+8=0 b 


P12. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho điểm A(1 ; 1) 
và dường thẳng (d): 4x + 3y = 12. Gọi B và C lần lượt là giao của (đ) với 
trục Ox, Oy. Tính toạ độ trực tâm H của AABC. 
P138. Tìm tâm và bán kính của các đường tròn (nếu có) qua các phương 
trình sau: 

a) xẺ+ yˆ—9x- 2y—2=0 

b) 9x? + 2y?— 5x T— 4y + 1-m2=0 
P14. Cho dường tròn x?+y2—4x+8y—5=0 

a) Tìm toạ độ tâm và bán kính của đường tròn. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến đi qua A(-1; 0). 
PHã. Cho hai đường tròn: 

(Ø): x”+y?®+ 2x+ 2y— 1=0, (C): x+y?—9x+2y—7=0. 
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Tìm toạ độ các giao điểm của hai đường tròn đó. 
P16. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn x” + yŸ = 4 trong 
mỗi trường hợp sau: 
a) Tiếp tuyến song song với đường thẳng 3x — y + 17 = 0. 
b) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng x + 2y — 5 = 0. 
c) Tiếp tuyến đi qua điểm (2; -2). 
P17. Cho AABC trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, 
cho biết A(-1; 2); B(2; 0); C(-3; 1). 
Xác định tâm đường tròn ngoại tiếp AABC. 
PI8. Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn: (C) có 
phương trình x? + y - 1 = 0 và (C) có phương trình 
(œ~ 8)?+ (y - 6)°= 16. 
PI9. Viết phương trình các đường cônic trong mỗi trường hợp sau đây: 
a) Tiêu điểm F(2; 3) và đường chuẩn y =0, tâm sai e = 1. 


b) Tiêu điểm F(0; 3) và đường chuẩn y =0, tâm sai e= h 


P20. Viết phương trình chính tắc của hypebol trong mỗi trường hợp 
Sau: 


h § : : LẦN CA TS 
a) Có tiêu cự bằng 24/3, một đường tiệm cận là y = r& và tiêu 


điểm nằm trên Ox. 
b) Có tâm sai e= 45, đi qua điểm (0:6) và tiêu điểm nằm trên 
Oy. 


P2L. Trong mặt phẳng toạ độ cho điểm A(3; 5) và đường thẳng 
A:2x-y+3=0. 
a) Viết phương trình đường tròn tâm A tiếp xúc với A. 
b) Tìm toạ độ của điểm A' đối xứng với A qua A. 
e) Viết phương trình đường thẳng A' đi qua A sao cho 
(A;A) =600, 
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P92. Tìm quỹ tích tâm các đường tròn tiếp xúc với cả hai đường tròn 
ngoài nhau cho trước. 
P23. Giả sử đường tròn (O) tiếp xúc với đường thẳng A. Tìm quỹ tích 
tâm các đường tròn thay đổi nhưng tiếp xúc với (O) và (d) tại hai điểm 
phân biệt. 
P24. Cho parabol có tiêu điểm F và đường chuẩn A. Gọi MN là dây 
cung của parabol đi qua tiêu điểm F (dây cung của parabol là đoạn 
thẳng nối hai điểm của parabol). Chứng minh rằng đường tròn đường 
kính MN tiếp xúc với đường chuẩn của parabol. 
P25. Cho một tam giác với ba đỉnh là ba điểm nguyên (tức là chúng có 
thành phần toạ độ nguyên). Biết rằng trên ba cạnh của tam giác không 
có điểm nguyên nào khác và bên trong tam giác có đúng một điểm 
nguyen. 

Chứng minh rằng điểm đó phải là trọng tâm. 
P26. Về phía bên trong hình vuông ABCD, ta dựng các tam giác đều 
ABK, BCL, CDM, DAN. Chứng minh rằng các trung điểm của KL, LM, 
MN, NK và các trung điểm của AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN tạo 
thành một đa giác đều 12 cạnh. 
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B. LỜI GIẢI HOẶC HƯỚNG DẪN 


SI. a) DC=2AB=2u ;DB=AB-AD=u-v ; 
B€=DC€~DB=2u-(u—v)=u+V ; 
AC=AB+BC=u+u+v=2u+v. 

b) DB.AC = (¡~v)(2u+v)=2u” =u =u.v=2~I+0=1 
e) Dùng định lí Pytago ta tính được : DB =2, AC =5. 
Theo định nghĩa tích vô hướng: 

DB.AC= DB.AC.eos(DB, AC} ; 


Vậy]l= Ý2. J5.cos(DB, AC). Suy ra cos(DB,AC)=-T—-. 


_. 4.1+1.4 § A 
s2. ) ,fÍ)=—————~=_~. (ẽ, f) ~ 61955. 
a) cos(e, f) Tàn 7 suy ra (e,f) 


b) Ta có ä = (4+m; 1 + 4m). Do đó ä vuông góc với trục hoành 
khi và chỉ khi a.¡i =0 ©4+m=0 ©m= -4. 

e) Ta có b = (4n +1;n+ 4), i+j=Œ 1). Vì vectd b=ne+f tạo 
với vectơ ¡ + j một góc bằng 45°nên ta có 

2 _¿ọs¿g0 — (đn+D+(n+4_— _ 5(n+)) 

2 \2a|(đn+1)”+(n+4)2 A/2V17n?+l6n+17 


© 5(n+I)= V17n?+l16n+17. Với n+1>0 n>-—1 


© 25nŸ + 0n + 95 = 17nÊ + lồn + 17 © 4n? + 17n +4=0, 


phương trình này có nghiệm n = = thối mãn), n = -4 (loại) 
Vậy n= T thoi mãn đề bài. 


S3. Tam giác ABD có AC là trung tuyến, nên ta có: 
_ AB +AD?” BDỶ 
3 4` 
Suy ra AD?= 2 &ACP +BD?—9. AB?) =5 (4.16 + 100 — 9. 9) Z73. 


AC? 


Vậy AD >8,5. 
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S4. — = Đường cao đi qua A nhận BC làm veetơ pháp tuyến. Ta có B= 
(C6;-I1);Œ=(1;1) nên BC = (7; 9). Đường cao này có phương trình: 
7({x - 4) + 2(y - 5) =0 hay 7x + 2y — 38 = 0. 
“ Tương tự, AC =(-3; -4) là vectơ pháp tuyến của dường cao đi 
qua B nên dường cao này phương trình: 
-8(x +6) - 4(y + 1) =0 hay 3x + 4y +99 =0. 
« Đường cao đi qua € có vectơ pháp tuyến AB = (-10 ; -6) nên ta 
có phương trình: 
—10 - 1) - 6(y - 1) =0 hay 5x + 3y - 8= 0. 
» Đường trung tuyến qua A(4 ; ð), với vectơ pháp tuyến là n= (a;b), 
có phương trình tổng quát 
a(x — 4) + búy ~ 5) =0. q) 
Đường trung tuyen này đi qua trung điểm A' của BC, với: 


A=(“$":=”)-(-šn). 
2 2 2 


Toạ độ A' phải nghiệm đúng phương trình (1) nên ta có: 
5 
RỆn =4) + b(0 - 5) hay 13a + 10b = 0. 


Chọn a = 10 và b= -13, phương trình (1) trổ thành: 
10x - 18y + 35 =0. 
* Tương tự, toạ độ trung điểm của AC là ẻ ;3), toạ độ này 


nghiệm đúng phương trình đường trung tuyến qua B: 
a( + 6) + by + 1)=0, 
do đố, AC + 6) + b(3 + 1) = 0, hay 17a + 8b = 0. Chọn a = 8 và 


= -17 ta được phương trình 8x - 17y + 31 =0. 
* Toạ độ trung điểm của AB là: (_—1 ; 3), toạ độ này nghiệm đúng 
phương trình đường trung tuyến qua C: 
` a(Œ - 1) + by - 1) =0, 
suy ra a(—1~1) + b(2 — 1) = 0 hay -2a + b = 0. Chọn a = 1 và b= 3 ta được 
phương trình x + 3y - 3 = 0. 
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Sð.  a) VìM thuộc đường thẳng d nên M(2 + 2t ; 3 + t). Theo đề bài, 
AM = 5 nên: AM = 4(2+2t-0)?+(3+t—1)? =õ, hay 

(2+ 2Ð?+ (t + 2= 25 © BE? + 19t — 17 = 0, 
suy ra =1 hoặc E=—^”. 


TH TƯ ĐUẠM (2+2;3+1)=(4;4). 


Với t=~Ì” ta có điểm M' = @-—;3-—)=C-—:-^). 
5 $ § §” 5 
b) Để tìm giao điểm của d và d' ta giải hệ phương trình: 
x=2+2t 
y=3+t 
x+y+l=0 


từ đó, t=-—9 ; x=-~2 ; y= 1. Vậy toạ độ giao điểm là N =(-2; 1). 


S6. — Dễ thấy rằng đỉnh C không thuộc hai cạnh đã cho của hình bình 
hành nên hai cạnh còn lại phải đi qua C và song song với hai cạnh đã 
cho ( — 3y = 0 và 2x + ðy + 6 = 0). Gọi A là đỉnh đối diện với C, gọi B và 
D là hai đỉnh còn lại. A chính là giao điểm của hai đường thẳng x — 3y = 0 
và 2x + By + 6 = 0. Giải hệ phương trình 

x-3y=0 

2x+5y+6=0 


6 6 
tá đượế ÿ =—-C., x=—_”.. Vậy toạ độ đính A là kÀ 
G3951 1, a8 _ LÄ/4.460 Ku Pu "n) 


Phương trình đường thẳng qua C(4 ; —1) và song song với đường 
thẳng x - 3y = 0 là: 1x — 4) - 3(y + 1) = 0 hay x - 3y — 7 = 0. 
Phương trình đường thẳng qua C(4 ; -1) và song song với đường 
thẳng 2x + õy + 6 = 0 là: 2(x - 4) + ð(y + 1) = 0 hay 
2x + ðy— 3= 0. 
2x+5y-3=0 


Giải hệ phương trình ta được 
x-3y=0 


3 9 
l1ly-3=0<y=—,x=—. 
_ lj 1 lài 
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Vậy toạ độ của B là lễ: n 
11 11 


sả2 2x+5y+ó6=0 
Giải hệ phương trình ta được 
x-3y-7=0 
11y+20=0«© y=~TT. X=3y+7=1T. 


Vậy D có toạ độ là (5: -n} 

lỗi 11 
Sĩ.  a) Vectơ chỉ phương của đường thẳng cần tìm là vectơ pháp 
tuyến của đường thẳng 2x - 5y + 4 = 0, suy ra vectơ chỉ phương của nó 
là ũ= (3; -ð). Vì đường thẳng đi qua I(O ; 3) nên phương trình tham số 
và phương trình chính tắc của nó lần lượt là 


b) Vì AB = (3 ; 4) nên phương trình tham số và phương trình 
chính tắc của đường thẳng AB lần lượt là: 
J8 2) „ x-]l y5 


va 
y=5+Á4L -3 4 


S8. — a) Gọi O' là điểm đối xứng của O qua A, dễ thấy toạ độ của O' là 
(-2; 2). 
b) Với điểm M bất kì trên A ta có 
OM+ MA =ƠM + MA. 
Vậy để OM + MA ngắn nhất thì M phải là 
giao điểm của A và đường thẳng O'A. 
Phương trình đường thẳng O'A là 


xXx+2 y9 
=Ÿ~Ý hay x + 9y - 9= 0. 
2+2 0-2 phông ưệc 
Giao điểm của A và đường thẳng x + 2y ~ # = 0 là điểm M (=5: 2). 


89. — Gọi I là trực tâm tam giác ABC. I chính là giao điểm của 
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BH và CK. Giải hệ gồm -2x + y - 8 = 0 và 2x + 3y - 6= 0 ta được toạ độ 


Hà: lý: HÌ 
412 


Đường cao AR qua hai điểm A và I nên có phương trình: 


=- =Ÿ—, hay 10x + 13y - 23 = 0. 


Đường thẳng AB có đỉnh A(1 ; 1) và vectơ chỉ phương chính là 
vectd pháp tuyến (2; 3) của đường cao CK. Phương trình đường thẳng 
ABlà X=1S7—Í sau 4y. 1= 

3 3 

Tương tự, ta lập phương trình cạnh AC biết A(1 ; 1) và vectơ chỉ 
phương (-2; 1): x + 3y— 3=0. 

Giải hệ tạo bởi giao hai đường thẳng BH (2x + y - 8 
AB(3x-2y—I=0) ta có: B(17; -26). 

Giải hệ tạo bởi giao hai đường thẳng AC &x + 2y -3=)) và 
CK (2x + 3y - 6= 0) ta được: (3; 0). 


\ 
- 
< 
ˆ> 


S10. Bài toán trở thành: tìm hai điểm A(a; 0) và B(0; b) sao cho 
MA =MB q@) 
(MA,MB)=900 (2) 
Ta có AB=(-a; b), MA = (a- 9; -8), MB=(~2; b~3). 
()=(a-2)”+9=4+(@®-—38)2 œa?— 4a =b?—6b 
(2) ©9(a-2)+3@©6—8)=0  9a+3b—13=0. 
2a+3b—13 =0 
a?—4a =b?—6b 


tại đường thẳng thoả mãn để bài. 


Nhưng hệ | vô nghiệm, nên suy ra không tổn 


SII. a) Khoảng cách từ điểm M(4; -ð) đến đường thẳng _, 
B4-4(5+8[ 40_- 8 


4B? +C4)? $ 


b) Phương trình tổng quát của đường thẳng: 3x - 2y + 4= 0, co đó 


3x - 4y +8= 0 bằng: 
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3.4412.514 
se ke =2 TC Ti 


dam 


S12. Đường thẳng 4x + 3y = 12 cắt trục hoành tại B(3 ; 0) và cắt trục 

tung tại C(O ; 4). Giả sử H(x ; y) là trực tâm của AABC. Từ 

cos(AH, BC) =0, cos(BH, AC)=0 ta có hệ phương trình: 
J-X4«-)+4-~I)=0 IhaYZtea 2 RE) 


= 
| _ -œ&-3)+3y=0 —K+3y+3=0 y=-2 


Vậy toạ độ trực tâm H là H- 3; - 2). 
S13. a)x?+y?— 2x- 2y—2=0 ©@ (x—l)?+(yT—Ÿ =0. Tâm đường 
tròn là I(1;1), bán kính R = 3. 

Cách khúc: Không làm như trên mà áp dụng lí thuyết. 

Trong phương trình tổng quát của đường tròn 

x?°+y?-2x-2y-2=0 
Ta có A = -1, B = -1, C = -2. Vậy toạ độ tâm của đường tròn là 
1 ; ;) và bán kính R= VÏ+I+2 = 
b) 2x” + 2y?— 5x T— 4y + 1—m?=0 


«© x“ˆ+y“ˆ-—x-2y+—-—m“ˆ=0 
VU uy . 


5 1T, 
©l|x-—-| +(y-l c -uấU: T8 06:4 =0 
(: j G=B)- Hy an 
5 II 
=_| +@-Đ- 5= mẺ =0 

= j -ĐŸ 5 lc” 


sỶ l 
=© (~-3) +(y~ ĐỂ = T7 (8mÊ +33). 


Tâm dường tròn là lễ: ) R=aim° +33 


Cách khúc: Đưa phương trình đường tròn về dạng tổng quát 


SG: 
ITm 


x"+y) cỔ x~ By + 


ta CÓ : 
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In. 


X==Š Ee-LC. 
4 
Vậy đường tròn có tâm I(—A; —-B) = lễ ) và có bán kính 
R=A?+BE? ~C=. 8m” +33. 


S14. a) HD: Tâm I(2; -4), bán kính R = V2? +4? +5 =5. 

b) Bằng cách thử trực tiếp, toạ độ điểm A(-1 ; 0) thoả mãn 
phương trình của đường tròn đã cho, do đó, ta cần viết phương trình 
đường thẳng đi qua A, có vectd pháp tuyến là IÃ= (-3 ; 4). Phương trình 
đường thẳng này là : 

-3(x + 1) + 4(y - 0) =0 ©—3x #4y-3=0 © 3x-4y+3=0 

Cách khác: Sử dụng công thức ở phần lí thuyết: 

(a — Xo)(X — xo) + (b — yo)(ÿ — y,) = 0, 
ta có (2+ 1) + ) +(—4-~0)y—0)=0©> 3x-4y+3=0. 
SI5.  Toạ độ giao điểm của hai đường tròn là nghiệm của hệ: 
x?+y?+2x+2y-l=0 
kì +y?-2x+2y-7=0_ 
'Trừ vế theo vế của hai phương trình trên ta được: 


4x+6=0 =x=-. 


Thay x =ã vào phương trình đầu: y? + 2y — : = 0. Phương trình mày 


-2+⁄1I 
2 


có hai nghiệm là: . Vậy có hai giao điểm có toạ độ là: 


[š h l4 [;-*>z") 


2 2 Đo cố 


S16. Đường tròn có tâm O(0; 0), bán kính R = 2. 
a) Tiếp tuyến cần tìm có phương trình 3x — y + C = ), với 
€ z 17, sử dụng điều kiện về tiếp tuyến (khoảng cách từ tâm O đến 
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tiếp tuyến bằng R) ta có: 
lỔI „at. +22J0. 


0 


Ta được hai phương trình tiếp tuyến là 3x — y + 2410 = 0 và 
3x—y- 240 =0. 
b) Tiếp tuyến cần tìm có phương trình 2x — y + C = 0. Từ đó ta có: 


C 
m =2= C= #245. Ta được hai phương trình tiếp tuyến là: 

2xS— 9y + 2\5=0 và 2x— 9y - 2/5 =0. 

e) Tiếp tuyến cần tìm có phương trình: 

A(x — 2) + B + 2) =0 (A?+ B}) z 0. 
Từ điều kiện tiếp xúc ta có: 
cài =2,suyra A.B=0. 
vJA?+E2 

Nếu A =0 thì B z 0, ta được tiếp tuyến y + 2 = 0. 

Nếu B =0 thì A z 0, ta được tiếp tuyến x— 2 = 0. 
S17. Cách 1. Giả sử phương trình đường tròn (C) ngoại tiếp AABC có 
dạng x?+ y?- 2ax - 2by + e = 0. Vì (C) đi qua A(-1; 2), B(2; 0) và C(- 3; 
1) nên ta nhận được ba phương trình tương ứng: 


5+89aT-4b+c=0. @) 
4- 4a+c=0. (2) 
10 + 6a - 2b +c=0. (3) 
Giải hệ gồm ba phương trình trên ta được 
11 13 50 
#=-ˆ2. bu e6”, 
14 14 7 


Vậy tâm dường tròn r.goại tiếp AABC là I(—11/ 14; -13/14). 

Cách 2. Trung điểm AB có tọa độ là M(1/2; 1). Đường trung trực 
của AB qua M có vectơ pháp tuyến (3; -2) nên phương trình đường trung 
trực AB là: 3x — 2y — š =0. Gọi N là trung điểm BC, đường trung trực 


BC có phương trình là: -ðx + y - 3 = 0. 


Tọa độ tâm I của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là nghiệm 
của hệ: 
3x-2y+1=0 JME SP 
2 > 


-f app W#MEME 


Vậy. tâm đường tròn ngoại tiếp AABC là I 11/14; -13/14). 


S18. Đường tròn (C) có tâm O = (0 ; 0) và bán kính R = 1. Đường tròn 
(C) với phương trình (x - 8)? + (y - 6) = 16 có tâm O8 ; 6) và bán kính 
R.=4. 

Để đường thẳng Ax + By + C = 0 là tiếp tuyến chung của hai 
đường tròn đã cho thì khoảng cách từ O và O' tới đường thẳng này lần 
lượt phải bằng 1 và 4. Ta có: 

[CÍ_ <xs«à lÊÁA+6B+6G[ .„. 
ÝJA?+B? VA?+B? 
Từ đó suy ra |8A + 6B+C|=4|C| hay 8A + 6B + C = +4C. 
+ Nếu 8A + 6B + C= 4C . 3C = 8A.+ 6B thì 
9Œ? = 64A? + 96AB + 36B”. 
—Iỗ « 1 nên C?=A?+B?. Vậy: 
64A?+ 96AB + 36B? = 9A?+ 9B? hay 55A?+ 96AB + 27B? = 0. 
Giải phương trình trên với ẩn là A ta được: 
A= —48B+3BV91. 
55 
Chọn B= 5õ thì A=-~48 + 32/91 và C=-18 +82/01. 
Vậy có hai tiếp tuyến chung là: 
(_48 + 32/91)x + 65y - 18 + 8/91 =0 và 
(-48 - 32/91 )x + 55y - 18 - 8/91 = 0. 
+ Nếu 8A + 6B + C =-4C, hay 5C =-8A - 6B thì 
25C? = 64A? + 96AB + 36B? = 25A? + 25B? 
hay 39A? + 96AB + 11B? = 9. 
Giải phương trình trên đối với ẩn là A ta có 


Vì 
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A=(48125/3)8. 
39 

Chọn B= 39 thì A = -48 + 254/3 và C= 30 40/3. 

Vậy còn hai tiếp tuyến chung khác là: 
(-48 + 954/3)x + 39y + 30 - 404/3 =0, 
(-48 - 953/3)x + 39y + 30 + 402/3 =0. 


S19. a) Giả sử có điểm M =(x; y) thuộc cônic đã cho thì 


ME = Aj(x—2)” +(y—3)ˆ . 


Khoảng cách d từ M đến đường chuẩn y = 0 là : d = lyl. Theo 
định nghĩa của đường cônic ta có " =e hay Dĩ =1. Từ đó ta có ME? 
M 


= y? hay (x-9)! + (y-83)? =y? hay x”- 4x - 6y + 13 =0. Đó là phương 
trình cônic đã cho, cônic này là parabol, vì e = 1. 
b) Giả sử có điểm M = (x ; y) thuộc cônic đã cho thì 
ME= 4x” +(y-3)” : 
Khoảng cách d từ M đến đường chuẩn y = 0 là d = ly l. Theo 
: „ ME ME 1 
định nghĩa của cônic ta có: ——=e hay ——=—, hay 
d Jyl 2 
2MF = ly!. 
Từ đó ta có 4[x? + (y-3)?] = y? hay 4x? + 3y? - 24y + 36 = 0. Đó là phương 
trình cônic đã cho, nó là elíp, vì e < 1. 


3. „3 
S20. a) Hypebol có phương trình chính tắc XE y =1 (do tiêu điểm 
a 
nằm trên Ox). Ta có 9e = 2A/3,c= A3 =a?+b?= 3, 
Từ giả thiết ta có Kệ =. TP =-h 
8 3 3 
3 
'Pù đổ g5 s3 nưỦ cổ VS, 
9 13 13 
Vậy phương trình h cho Bo Ÿ—Ÿ” ~] 
Ạy p E lyp là: 27 LÊ \ 
E3 13 


b) Từ giả thiết ta có hệ phương trình: 
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c=^/5a a?+b?=5a ¬.. 


10 36 = ll0 $4 ,^ 
K KỆ PT lẾ =l8d 
Do tiêu điểm nầm trên Oy nên phương trình của hypebol là 
x? y? 
335 134 - 


6=-5+3 
S31. a) Bán kính đường tròn cẩn tìm là:R = ¬ 5 s- 


Phương trình đường tròn: (x~3} + (y— 5} = Ÿ : 


b) Đặt A'(x; y), do A' đối xứng với A qua A nên 


x=3+2t 
AA'LAE= 
y=S-—t 


và khoảng cách từ A, A' đến A bằng nhau, tức là 
2x'—y'`+ 3= ~-(6 - ð + 3) =_—4 © 2(3 + 2L) — (5 — t) =—7 


`... ... 
5 


Từ đó ta được A (T5: `) k 
5°5 

e) Giả sử vectơ pháp tuyến của A' là (œ, B). Khi đó 

(A, A)= 60° © cos(A, A”)= eo ML -.Ên: 
_ 2 d5@*+p) 2 

«©|4œ-2B|= v5(œ?+B?) © 11œ?—8aB—B? =0 œ œ -hnn 
Chọn B = 11, ta có œ=8+ 53/5. Ta được hai phương trình đường 
thẳng A' tương ứng là (8+5./5)(x 3) +11(y—5) =0 và 
(8—5/5Xx—3)+11(y— 5) =0. 
Chú ý. Có thể tiến hành: Tìm hình-chiếu H của A trên A. Tìn B. 

€ eA sao cho HB = HC = ~È. Aj" Viết phương trình AB, 


XE] 


AC, đây chính là hai phương trình đường thẳng A' tương ứng. 
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822. Giả sử đường tròn (M; r) tiếp xúc với cả hai đường tròn 
(O; R) và (O'; R). Có thể xảy ra hai trường hợp: 

Trường hợp 1. Đường tròn (M) cùng tiếp xúc trong hay cùng tiếp 
xúc ngoài với hai đường tròn đã cho. Khi đó ta có 


t9) CS 


MO=R+r MO =-—R+r 
hoặc 
MO'=R'+r MO'=—R'+r 
© MO - MO' =+(R- R) ©|MO -MO'|=|R-R`|. (1) 

Trường hợp 2. Đường trờn (M) tiếp xúc 
trong với một đường tròn và tiếp xúc ngoài với 
đường tròn kia. Khi đó ta có 

MO=R+r MO=r-R' 
hoặc 
MO'=r—R' MO'=r+R 
MO - MO'=+(R +R) 
©|MO - MO '|= R + R'. @®) 

Từ (1) và (2) ta kết luận: 

+ Nếu R z R, tâm các đường tròn (M) thuộc một trong hai 
hypebol có cùng tiêu điểm O, O' và độ dài trục thực tương ứng bằng 
|R—R'I,R+E:. 

+ Nếu R = R, tâm các đường tròn (M) thuộc đường trung trực của 
đoạn OO' hoặc thuộc hypebol có tiêu điểm O, O' và độ dài trục thực bằng 
2R. 


S23. Giả sử đường tròn (O) tiếp xúc với đường thẳng A tại điểm A. 
Gọi (T; r) là đường tròn thay đổi, tiếp xúc với A tại H và tiếp 


® 


; Suy ra 


đ11 


xúc với (O) tại K. Trên tia OA lấy điểm 
A' sao cho AA' = OA, và gọi (đ) là 
đường thẳng đi qua A' và song song với 
A. Ta có : 
1O =TIK + KO =r+ OA, 

: 1Q =IH +HẠQ =r + OA: 

Do đó, điểm I cách đều đường thẳng (d) và 
điểm O. Vậy quỹ tích tâm I là parabol với O 
là tiêu điểm và (đ) là đường chuẩn. 


Không mất tính tổng quát, giả sử 
parabol có dạng như hình vẽ. Hình 
thang vuông MNPQ có IJ là đường 
trung bình nên d(, A) = lJ = 2 MQ 
+ NP). Ta có MN đi qua tiêu điểm F 
của parabol và M, N thuộc parabol, 
nên MQ + NP = MN. Vậy d(I, A) = 
SMN, do đó đường tròn đường kính 


MN tiếp xúc với đường chuẩn A. 


S95. Chọn một gốc bất kì rồi kí hiệu ba vector biểu diễn ba điểm A, B, 
Ở lần lượt là ä, b, . Khi đó, điểm D nằm bên trong tam giác sẽ được 
biểu diễn bởi vector đd =Aã +ub + vẽ, với À, gụ v là ba số thực dương có 


tổng bằng 1. Giả sử À > ;: Ta xét điểm được biểu diễn bởi vector 


2d — ä. Vì d và ã có toạ độ nguyên nên điểm này cũng nguyên. Mặt 
khác, 

2d -ä =(22- lä +2ub +2vể, 
tức là nó cũng nằm bên trong tam giác (do các thành phần đứng trước 
dương và có tổng bằng (2A - 1) + 2ụ + 2v = 1). Theo giả thiết, điểm này 


313 


phải trùng với D. Vậy 3d - ä = d. Điều này mâu thuẫn. Tương tự, nếu 
xe ; thì 2d - ä = 94b + 2v, nên suy ra D nằm trên đoạn thẳng BƠ 


(trừ B và C). Điều này mâu thuẫn. 


và 


®)|—= 


Từ đó, ta có À < " Cũng tương tự như trên, ta được It < 


v« : Bây giờ, ta xét điểm được biểu diễn bổi 


ä +b+-9đ =(1-1)ãä +(1-34)b +(1—3v)ể, 
Các thành phần biểu diễn trên là dương và có tổng bằng 1, đằng khác, 
nó cũng là điểm nguyên. Vậy nó phải trùng D. Suy ra 

đ=(ä +b+€)/3, 

nói cách khác, D chính là trọng tâm tam giác ABC. 
826. Gọi O là tâm hình vuông, lập hệ trục xOy sao cho các điểm A,B, 
Ơ, D lân lượt có toạ độ là (1,1), (—1,1), (—1,— 1), (,—1). Khi đó, dễ dàng 
tính được toạ độ các điểm K, L, M, N lần lượt là: 


(0.-2k). (2k,0), (0,2k), (—2k,0), với k = _ 
Từ đó, dùng công thức tính toạ độ trung điểm, ta tính được toạ đệ các 
trung điểm E, F, G, H tương ứng của KL, LM, MN, NK là: 

(k,—k), (k,k), (—k,k). (—k,—k). 
Suy ra rằng các khoảng cách từ E, F, 
G, H đến O đều bằng nhau và bằng: 


442 +k? =k42, 


» đồng thời các vector gốc O, điểm mút 
tương ứng là E, F, G, H hợp với trục 
hoành các góc lần lượt là 3159, 45", 
1359, 2250. 


Tiếp đến, từ toạ độ đã xác định được của các điểm trên, ta dễ dàng tính 
được toạ độ tương ứng của các trung điểm P, Q, R, 8, T, U, V, X của các 
cạnh AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN lần lượt là: 

(h./).(—h, j).(—j,h),(—=j,—h), (Ch—7),(~ J).— 7.5), 
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ở đây: h=2,J=1~24B. Suy ra những điểm P, Q, R, S, T, U, V, X 


cách đều O một đoạn bằng 
Fz®_ H1 1Ù ”" 3 =I 
h +J = +'('-z33 ST 
Các điểm này cũng là đầu mút của những vector gốc O lần lượt hợp với 
trục-hoành các góc tương ứng 159, 165", 1059, 255°, 1959, 34ð°, 28B°, 7°. 
Tiếp đến, ta cần xét các góc của tam giác vuông có ba cạnh là È, 
°h,J. Góc + giữa hb và b có 
: 7 h 


sinx==— , c0sx =—. 
k 


k 


Do đó sin2x = 2sinxcosx - zˆ Suy ra x = 159. 


Như vậy, 12 điểm nói trên cách đều gốc O và là đầu mút của 
những vector gốc O hợp với trục hoành các góc 15° + 30n, với 
n=0,1,2,..., 11. 
Từ đó, suy ra rằng chúng lập thành một đa giác đều 12 cạnh 
(điều phải chứng minh). 
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